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Abstract 

In dimension 2 and for jets of order 4, there are 9 Demailly-Semple in- 
variant polynomials generated by bracketing the invariants for jets of order 
^ 3 (Demailly ; Rousseau). They share 9 fundamental syzygies and an Eu- 
ler characteristic computation shows that every entire holomorphic curve into 
a generic smooth complex projective algebraic surface X C P'i{C) satisfies 
global algebraic differential equations provided deg X ^ 9. 

For jets of order 5, the algebraic structure explodes in complexity. Brack- 
eting gives 36 invariants. Removing redundancies leaves 24 fundamental in- 
variants, 11 of which, denoted /{, Af, Aj i. A? ^ i, Ml^, Kl^^, A^^, 
and FI\ and called bi-invariants, are meaningful for Euler characteristic 
estimates. Unexpectedly, 5 more appear: X^^, X^^, X"^^, X"^^ and A^^. The 
paper contains an algorithm generating all such (complicated) bi-invariants. 

Mathematics Subject Classification: 13A50, 32Q45, 14J70 
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I do not mean to suggest that all mathematical relations can be perceived directly as obvious If they are 
visualised In the right way — or merely that they can always be perceived in some other way that Is immedi- 
ate to our intuitions. Far from it. Some mathematical relations require long chains of reasoning before they 
can be perceived with certainty But the object of mathematical proof is, In effect, to provide such chains 
of reasoning where each step Is Indeed something that can be perceived as obvious. Consequently the 
endpoint of the reasoning Is something that must be accepted as true, even though it may not. In Itself, be at 

all obvious. Sir Roger PENROSE, Shadows of the Mind, Oxford, 1994. 

§1. Introduction 

En dimension z/ ^ 3, la description de I'algebre VS"^ des polynomes invariants 
de Demailly-Semple n'est explicitee dans la litterature que pour les jets d'ordre 
K ^ 3 (im [H) ; en dimension z/ = 2 et a I'ordre k = 3, on salt que I'algebre 
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VSl est engendree par 5 polynomes fondamentaux lies entre eux par une unique 
syzygie ; en dimension 2 et a I'ordre 4, d'apres un travail non public de Demailly 
(cf. e.g. f3]), 1)62 est engendree par 9 polynomes invariants fondamentaux. Dans 
cet article, nous etablissons ce resultat, nous explicitons les syzygies fondamentales 
entre ces 9 invariants — qui sont aussi au nombre de 9 — , nous effectuons un calcul 
de Riemann-Roch pour estimer la caracteristique d'Euler du fibre correspondant, et 
nous en deduisons que toute courbe holomorphe entiere a valeurs dans une surface 
projective algebrique complexe lisse C Ps^C) (tres) generique de degre d ^ 9 
satisfait des equations algebriques globales non triviales d'ordre 4. 

Pour K ^ 5, la structure algebrique de VS2 explose en complexite. Nous ex- 
posons un procede recursif : le crochet entre deux invariants, qui semble permet- 
tre (cf. L3J), en toute dimension et pour les jets d'ordre quelconque, d'engendrer 
un systeme fondamental de polynomes invariants, et aussi de trois autres procedes 
recursif s : identites de Jacobi, identites plUckeriennes d'ordre un, et identites plucke- 
riennes d'ordre deux, qui decrivent exhaustivement le gigantesque ideal des rela- 
tions entre les invariants ainsi construits. 

Ces quatre procedes (confirmes sur les cas connus) font apparaitre de maniere 
saillante une explosion symbolique incontrolable. Par exemple, pour le cas u = 2 
et K = 5 etudie completement ici, on re9oit 36 invariants bruts dont 12 exactement 
sont redondants, et on doit tenir compte de 210 syzygies non redondantes de degre 
^ 4 entre ces invariants, lesquelles se deploient sur 13 pages manuscrite^. En ne 
considerant que les invariants stables par Taction d'un certain sous-groupe unipo- 
tent de GL2(C), le nombre de syzygies fondamentales se reduit a 15, ce qui permet 
d'effectuer un calcul de Riemann-Roch au niveau k = 5. 

Si Ton s'en tenait seulement aux estimations ainsi obtenues pour la caracteristi- 
que d'Euler du fibre de Demailly-Semple 1)62 m^X' pourrait penser qu'il faudrait 
connaitre sa decomposition de Schur pour des niveaux k au moins ^ 20, eu egard 
a la difficile conjecture d'hyperbolicite de Kobayashi concernant les surfaces com- 
plexes de degre d ^ 5 dans P3(C) qui sont (tres) generiques ([l2l|5l[3|). Mais I'avenir 
dira si cette approche ne devrait pas etre amendee et reorientee des le niveau k = 5, 
en tenant compte de la structure specifique de VS^. 

Nos resultats principaux apparaissent dans les Sections 4, 5, 6, 7 et 8. 



§2. Polynomes invariants et differentiation composee 

Notations initiales. En dimension ^ 2, le jet strict d'ordre k ^ 1 en un point fixe 
d'une application holomorphe locale / = (/i, /2, . . . , fu) de C a valeurs dans C 

' Pour les jets d'ordre k — 6, nous ne nous sommes pas risque a calculer les 325 invariants 
attendus, ni a entreprendre d'ecrire les 14 950 syzygies de degre ^ 5 qui nous sont donnees automa- 
tiquement. 
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sera note : 

•K f I el N Pll Nl Ak) r(K)\ 

J J • \J\i---iJiiiJ'\_i'''iJv'' 1 J 1 J ■ ■ ■ 1 J u /• 

Polynomes invariants par reparametrisation. Pour k ^ 1 entier, on recherche les 
polynomes P = P{j'^f) tels que : 

p(r(/o</>)) = (0'r^((r/)o0), 

pour tout biholomorphisme local (p : U ^PiU), ou t/ C C est ouvert, et oil m ^ 1 
est un entier que nous appellerons poids de P. On note VS^^ I'espace vecto- 
riel constitue par ces polynomes invariants par reparametrisation (ill)- La reunion 
I^S: := e„^, D^;:,^ forme unealgebregraduee: VSt^^^-VSt^^^ C VS^^^^^^^. 
On travaillera toujours dans une fibre en un point z E U qui n'apparaitra pas dans 
les notations. 

Lorsque k = 1, les composantes // = 1, . . . , z^) du jet d'ordre un satisfont 

(/,o0)' = 0'/;, 

et par consequent, tout polynome P = P(/(, . . . , /^) qui ne depend que du jet 
d'ordre 1 est invariant par reparametrisation. 

Differentiation composee jusqu'a I'ordre 5. En posant gi := o pour i = 
1, . . . , I/, on calcule : 



9- = 






9^ = 






91' = 






r = 


0""/;+4 0'Y/r+3 0"Vr+6</ 




/nif . 

i • 


0""7/ + 5 0'"V7r + io0'Y7r 


+ 15 0"V7r+ 



+ 10 0'"0'7r + 10 r^P' f-" + 0' /r- 

Moralement, on recherche tous les polynomes possibles P = P[j^g) qui, lorsqu'on 
remplace (?•, g", g"', g'"' et g'-"" par ces valeurs, ont la vertu de faire disparaitre toutes 
les derivees intempestives (p", (p'", cp"" et cp'"" d'ordre ^ 2 de ^, de telle sorte que 
P{j^9^ = 0"^P(i^/) pour un m G N. Ce calcul d'elimination heuristique fonc- 
tionne pour k = 2 et /t = 3 en dimensions u = 2 et u = 3, mais il se complexifie 
au-dela et nous ne poursuivrons pas la recherche en prenant cette optique. 

Donnons toutefois la formule generale de derivation composee, dite de Faa di 
Bruno, bien connue dans le cas classique d'une seule variable z E C 

Theoreme Pour tout entier k ^ 1, la derivee d'ordre k, de chaque fonction com- 
posee gi{z) := fi o (p(^z) {1 ^ i ^ u) par rapport a la variable z E C s'exprime 
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comme polynome a coefficients entiers en les derivees de fi et de (f) : 



9.'"' = E E E E 

d=l l^Xi<- <Xd^K ("i-^iH l-Md-^d=« 



Dans tout ce qui va suivre, par souci de simplicite, nous nous restreindrons 
dorenavant a la dimension u ~ 2; des generalisations en dimension superieure 
apparaitront en temps voulu. 



§3. Determinants 2x2 et jets d'ordres 3 et 4 

Wronskien et generalisations. En examinant g'l, g'i et g'^, on constate I'invarian- 
ce par reparametrisation du wronskien, defini comme etant le determinant 2x2: 



f'l /2 



et ce, grace au calcul elementaire suivant : 



□ 



1,2 
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g'l g'i 



<t>'f'i 

4>"f'i + 4>"n 

4>'f[ cj^'f^ 

<P''K <P''f2 
1,2 



^7^ 



7^ + <t>"f^ 



Son poids m est egal a 3. Ensuite, en eliminant de maniere analogue (f)'" et (f)" parmi 
les six equations donnant g[, g'^, g", g2, g'l' et g2 — ou bien en procedant d'une 
maniere alternative — , on trouve les deux invariants de poids m = 5 : 

- 9'i'9'2] 5i - 3 Wi - g'ig'^] g'l = (0') ' [/( /f - n'f'2] fi - 3 [fif^ - f^fL] fi, 

- 9'['9'2] 9'2 - 3 [g'lg'i - 9'l9'2] 9'^ = (00 ' [/( /f - /r/^] - 3 [/( - /f/^] 

Determinants 2x2 generalisant le wronskien. II est commode de reecrire ces 
deux invariants de poids m — 5 sous une forme contractee en introduisant la nota- 
tion: 



(a) r(a) 
J2 



n 



J2 



pour tous entiers a, (3 ^ 1, ce qui donne, pour k — 1,2: 



n'^'g'u-^n'^'g'l 
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Notons au passage la formule de derivation bien connue qui sera utile par la suite : 

Lemme (^) Le degre de transcendance du corps engendre par les 5 polyndmes 
invariants : 





A' 




A' 


:= A''\ 




Al 


:= Ai'V 


[-SA^'Vr et A^=Al'V2-3Al'V^' 



au-dessus de C /f , /f , /g, /2 , /2'] est egal a 4, et pour preciser, les quatre 
polyndmes f[, f'2, A\ et A\ sont algebriquement independants, tandis que A^ est 
quadratique sur C \_f[ , /2 , , Ag] via la relation algebrique immediatement verifi- 
able : 

Q^flA\-f[Al-?>A'A\ 

et de plus, V ideal des relations entre /{, /g, A'^, A^, A2 est principal et se reduit a 
cette unique relation. 

Grace a ladite syzygie, on peut eliminer toutes les puissances de A^ superieures 
ou egales a 2 qui apparaissent dans un polynome general : 

p(/^,/^,A^A^A2) 

exprime en fonction de ces cinq polyndmes, et il ne reste alors que des puissances 
de A^ egales a ou a 1. C'est un fait remarquable que ces cinq polyndmes forment 
un systeme generateurs, comme I'enonce precisement le resultat suivant. 

Theoreme (|I51[3]|) En dimension v = 2 et au niveau k = 3, tout polynome P(j^/) 
invariant par reparametrisation s 'ecrit de maniere unique : 

P ( J ' /) = ^ ( , /2 , A^) + A^ Q (/i, , A^ A2 ) , 
avec des polyndmes quelconques V et Q. 

Travaux de calcul pour passer aux jets d'ordre k, = 4 et k = 5. 

• Trouver un systeme de polynomes invariants fondamentaux. 

• Connaitre leur ideal des relations. 

• Trouver une ecriture unique de tout polynome en les polynomes invariants 
fondamentaux. 



j-{a+l) j{a) 



j,i/3) j.{/3+l) 
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Deux operateurs de differentiation. Comment engendrer methodiquement une 
liste appropriee de polynomes invariants fondamentaux pour les jets d'ordre k = 
4 ou 5? Voici une premiere idee : si P est un polynome invariant de poids m, 
definissons la differentiation "covariante" : 

P,k:=f',P'-mf^P, 

ou P' = P(j''^^/) s'obtient en differentiant P = P{j'^f) par rapport a la variable 
zeC. 



Lemme Ces deux operateurs de dijferentiation (■).! et (■).2 satisfont la regie de 
Leibniz : 



(P-Q)^^ = P;,-Q+P-Q; 



et ils produisen^ des polynomes invariants par reparametrisation P i et P .2 qui 
sont tous deux de poids m + 2. □ 

Exemple. On verifie immediatement : 

(/^);i = /(/2'-/r/2 = A3^-(/o^„ 

Ensuite, a I'etage k = 4, on est naturellement conduit a introduire les quatre nou- 
veaux invariants : 

All := (A?)^,, K2 ■■= (AD;2' A^,i ■■= (A^);i' ■= (A^);2' 

dont I'expression explicite sera fournie dans un instant. 

Produit croise entre invariants. Comment donner corps a I'idee qu'il doit exister 
des differentiations covariantes, non seulement par rapport a f[ et /g, mais aussi par 
rapport a n'importe quel invariant? 

Supposons done connus deux polynomes homogenes invariants P de poids m et 
Q de poids n : 

p(r^) = 0''"p((r/)o0), 

Q{fg)=rQ{{ff)o<p), 

ou Ton a pose g := f o cf). Differentier un polynome par rapport a la variable 2; G C 
revient a lui appliquer I'operateur de differentiation totale : 

n ■= V . f(^+i) 

^ ■ df(x) J 



^ La demonstration, laissee au lecteur qui desirerait anticiper, apparaitra dans un instant comme 
absorbee par une observation plus generate. 
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ce qui nous donne ici : 

[DP] [r+'g] = m 0" 0--^ p((r/) o 0) + r 4>' [dp] ((r+V) 

[DQ] [j^^'g] = ncp" Q^f f) o cf) + ^ <P' [DQ] ((Z+V) o 



et pour faire disparaitre la derivee seconde 0", il suffit d'effectuer un produit croise, 
autrement dit de former le determinant 2x2: 





DP] 




DQ] 




m 




n 



I II i/m-l 



p((r/)° 



il'm+l 



[DP]((r+7)°0) m(/>'"P((r/)o0) 



ym+i [DP] ((^-+7) o 0) m 0'"^ P((j-/) o 0) 
[DQ] ((J-+V) o 0) Q((iV) o 0) 



[DP](r+V) mP(r/) 
[DQ](j-+V) nQl{ff) 

qui s'avere ainsi constituer un nouvel invariant de poids m + n + 1. 

Notation crochet [•, •] . Ainsi, toute paire d'invariants produit automatiquement un 

nouvel invariant : 



P, Q] := nDP • Q - mP • DQ 



qui est evidemment antisymetrique par rapport au couple (P, Q) • 
Observation. Ces crochets ponderes generalisent les deux operateurs de differentia- 
tion precedents : 

De plus, ils satisfont a la regie de Leibniz : 

[P, QR] = [P, Q] R+ [P, R] Q, 

de telle sorte que I'operateur [•■ Q], a savoir: P i — > [P, Q], peut etre considere 
comme un operateur de derivation. 

Lemme Pour tout triplet (P, Q, R) d'invariants de poids m, n, a, I'identite suiv- 
ante de type Jacobi est satisfaite : 



= p. Q 


. R 


+ 


R. P 


. Q 


+ 


Q. R 


. P 



{Jac) 



Preuve. Developpons le premier double crochet : 

[[P, Q] , R] = [n DP ■ Q - m P ■ DQ, R] 

= o(n DDP ■ Q + (n - m) DP ■ DQ - m P ■ DDQ) R- 

- (m + n + 1) (n DP ■ Q - m P ■ DQ) DR 

= no DDP ■ Q ■ R + (n - m)o DP ■ DQ ■ R - mo P ■ DDQ ■ R- 

- (m + n + l)n DP ■ Q ■ DR + (m + n + l)m P ■ DQ ■ DR. 
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II suffit alors de constater que I'annulation identique de la somme suivante : 

= no DDP ■ Q ■ R + (n - m)o DP ■ DQ ■ R - mo P ■ DDQ ■ R- 

- (m + n + l)n DP ■ Q ■ DR + (m + n + l)m P ■ DQ ■ DR+ 
+ mn DDR ■ P ■ Q + (m - o)n DR ■ DP • Q - on R ■ DDP ■ Q- 

- (o + m + l)m DR ■ P • DQ + (o + m + l)o R ■ DP ■ DQ+ 

+ om DDQ ■ R ■ P + (o - n)m DQ ■ DR ■ P - nm Q ■ DDR • P- 

- (n + o + l)o DQ ■ R • DP + (n + + l)n Q ■ DR ■ DP, 

est effectivement satisfaite. 

Exemple. Avec P := f[, Q := /2 et R := A^, nous obtenons : 

0^[[f[,fl],A'] + [[A\f[],f^] + [%A'],f[] 
^ + [Al f^] - [Al f[] 
= Am- All- 

Cette relation sera confirmee par les expressions explicites de A]' 2 et A2 i- 

Genese des invariants fondamentaux. Crucialement, il semblerait que Ton puisse 
engendrer tous les polynomes invariants en les jets d'un ordre k ^ 1 quelconque, 
juste en calculant par recurrence tous les crochets possibles, d'un etage de jets A a 
I'etage superieur A + 1. Cette idee conjecturale ([3]), sur laquelle nous donnerons 
plus de precision ulterieurement, est renforcee par le fait que dans la theorie clas- 
sique des invariants pour une forme binaire J2i=o x^y'^~^ de degre k par rapport 
a Taction lineaire standard de SL2(C) : 

X I — > X = ax + (3y, y 1 — > y = jx + 6y, 1 = a6 — (3j, 

on salt etablir que deux procedes algebriques elementaires, a savoir le "processus 
VL" et le "processus cr" {cf. PI) permettent d'engendrer un systeme fondamental de 
polynomes P = P(ao, c^i, • • • , cLk) qui sont invariants : 

P(ao,ai, . . . ,0^) = P(ao,ai, . . .,a^). 

Reconstitution par crochets des invariants connus. Pour passer des jets d' ordre 
1 aux jets d' ordre 2, seul un crochet (au signe pres) peut etre forme : 

Pour passer des jets d'ordre 2 aux jets d'ordre 3, on peut former trois crochets : 

[A^/^] [A^/^] [a\a% 



Jets de Demailly-Semple d'ordres 4et5 en dimension 2 



869 



le dernier etant trivialement nul, et Ton verifie immediatement que les deux pre- 
miers foumissent les deux invariants propres a I'etage k, — 3: 

Pour passer aux jets d'ordre 4, rensemble des crochets que Ton peut former s'identi- 
fie a la collection des determinants 2 x 2 de la matrice matrice 2x5: 

f[ fl 5A-^ 5Af 

D/{ D/^ DA3 DAf DAi ' 

ce qui fait au total de C| = 10 crochets, mais en tenant compte du fait que nous con- 
naissons deja les trois mineurs — calcules a I'etage k — 3 — de la sous-matrice : 

f[ /2 3 A3 

D/{ D/^ DA3 ' 
ce sont exactement sept nouveaux crochets qui apparaissent : 

[A^/j], [Af,A3], [AlAl]. 

Relations pliickeriennes. Cependant, le calcul complet des crochets doit tenir 
compte des relations de Pliicker qui existent au niveau des variables initiales des es- 
paces de jets. En effet, I'ideal des relations pliickeriennes entre les f-'^\ 1 ^ A ^ 5 
et les A°'^, 1 ^ q; < /? ^ 5 est engendre par deux families quadratiques de relations 
identiquement satisfaites : dans la premiere famille : 

= A'^''*' • /-^"^ — A"''^ • /■^'^^ + A"'*^ • f^'^^ 

i est egal a 1 ou a 2, et les indices superieurs satisfont 1^q;</3<7^5, ce qui 
donne 10 x 2 = 20 relations ; et dans la seconde famille : 

= A'*''^ • A'^'''' — A"'''' • A'^''^ + A"''^ ■ A"^'^ 

les indices superieurs satisfont l^a</3<7<5^5, ce qui donne 4 relations. 

En verite, seules les deux paires de relations suivantes, extraites de la premiere 
families, seront utiles a I'etage des jets d'ordre k = 5: 



= 


^2,3 J 




= 




; - A^'Vr + A^'Vr 



et a I'etage k = 4, seule la premiere paire peut etre utilisee, tandis qu'aucune rela- 
tion pliickerienne n'intervient aux etages ^ 3. II faut en outre attendre k = 6 pour 
que la premiere relation de la seconde famille, a savoir : = A^'"^ A^'^ — A^'^ A^'"' + 
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/\i,2 ^3,4 commence a interferer, mais nous n'entreprendrons pas 1' etude de T>Sl 
dans cet article. 

Normalisations prealables des differentielles totales. Ainsi, nous sommes con- 
duits a normaliser DAf avant de calculer Aj^, en developpant tout d'abord : 

DAf = AM fl + A''' fl + - 3 A^ - 3, A^'^ ^ 

= A^ + A^'=^ - 2 A^ if - 3 A^'^ if 

expression dans laquelle nous pouvons remplacer A^'^ //" par — A^ '^ // + A^'^ //' 
afin d'eliminer toute presence de //", ce qui nous donne une expression normalisee 
et compacte ne contenant que trois termes : 

DAHAMi^ + 4A2-3i^-5AMi^'. 

Achevons done le calcul de la premiere famille de crochets [Af, /j] en foumissant 
tous les details intermediaires : 

[Af,i^] =DAf-i;-5Af-/;' 

= (am /; + 4 A^'-^ /;/; - 5 a^/;') . /; _ 5 (a^ /; - 3 AM /;') . /; 

= A^'^ i^i^ + 4 A^'^ i^i^ - 5 AM (i^'i^ + i^i^') + 15 AM i^'/j' 

Ici, la symetrie indicielle A^ 2 = ^l^i imposee a priori par I'identite de Jacobi 
montre que Ton devrait se dispenser de A2 (ou de 2) dans une liste minimale 
de polynomes invariants fondamentaux. 

Invariant de poids 8. Ensuite, grace a notre normalisation prealable de DAf , nous 
pouvons calculer proprement chacun des deux crochets (i — 1,2): 

[Af , A=^] = 3 DAf ■ A^ - 5 Af • DA^ 

= (3 // + 12 A2'3 // - 15 /f ) . Ai'2_ 

-(5AM/;_15AM/;').aM 

= 3 fl + 12 A2'3 a1'2 // - 5 A^'^ // 

= //(3 AM AM + 12A2'3 AM - 5AM aM) 

ou le nouvel invariant 

M« 1 [A^ A3] 

= 3 A^'^ A^'^ + 12 A2'=^ A^'" - 5 A^'=^ A^'^ 
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doit etre introduit, parce que le resultat est divisible par //. 

Question. Pourquoi et comment doit-on etre conduit a diviser parfois les crochets 
pour acceder veritablement a de nouveaux invariants fondamentaux? 
Fin du passage a I'etage k = A Enfin, calculons et examinons le dernier crochet 
possible, a nouveau en fournissant scrupuleusement tous les details intermediaires : 

[Af, A^] =5DAf -A^-SAf -DA^ 

= 5 (a^'^ f[ + 4 /( _ 5 . ( Ai'3 - 3 A^'^ /^') _ 

- 5 ( A^'3 _ 3 ^1,2 . ^^1,4 ^ 4 ^2,3 _ 5 ^1,3 f.^^ 

= -15 AM _ 60 A2.3 f[f^ - 25 A^'^ A^'^ f^f^+ 

+ 15 A^'^ A^'^ f^f^ + 60 a2'3 A^'2 f^f^ + 25 A^'^ A^'^ f^f[ 
= -15 Ai'4 Ai'2 Ai'2 - 15 A2'3 a1'2 a1'2 + 25 A^-^ A^'^ A^'^ 

= -5 Ai-2 (3 Ai'4 Ai'2 + 12 A2'3 a1'2 - 5 A^'^ A^'^) 
= -5A^ M^. 

Le resultat etant multiple des deux invariants deja connus A"^ et M^, il n'apporte 
rien de nouveau. Toutefois, conservons trace de la relation : 

[A^, A^] = -5A=^Af^ 

Proposition (Q) fin dimension u = 2, les neuf polyndmes : 

/{, A3:=a1'2, Af :=Ai'3/^_3Ai'V(', 

A^ :=Ai'3/^_3Ai'V^', 

hi, := (Ai'4 + 4 A2'3) f[f[ - 10 Ai'3 /^/- + 15 Ai'2 
Al,2 := (Ai'4 + 4A2'=') f[f, -5A'''{f^f^ + f^f[) + 15 A^'Vf/^', 
Al, := ( Ai'4 + 4 A2'3) /^/^ - 10 Ai'3 /^/^ + 15 A^'^ f^fl^, 
M« := 3 A^'^ + 12 A2'3 - 5 A^'^^ A^-^^ 

forment un systeme generateur de polyndmes invariants par reparametrisation pour 
les jets d'ordre k = A. 

Cette proposition sera englobee dans un enonce plus precis dont la preuve ap- 
paraitra dans la Section 5. 

§4. Invariants fondamentaux pour les jets d'ordre 5 

Denombrement des crochets. Pour s'elever de I'etage k = 4 a I'etage k = 5, 
I'ensemble des crochets que Ton peut former s'identifie a la collection des determi- 
nants 2 X 2 de la matrice matrice 2x9: 

/( 3 A3 5Af 5A| 7A{i 1 7 8M^ 

Df[ D/^ DA3 DAf DA| DAl, DAl^ DA^'a DM^ ' 
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ce qui fait au total de Cg = 36 crochets, mais il n'y en a en fait que 36 — 10 = 
26 a calculer, en tenant compte du fait que nous connaissons deja les C| = 10 
mineurs — calcules dans la section precedente — de la sous-matrice : 



3 A3 
DA3 



5Af 
DAf 



5Al 
DAI 



Heuristique. Nous sommes par consequent amenes a penseij^ que tout polynome 
invariant P{j^f) en les jets d'ordre 5 est un polynome en les neuf precedents 
polynomes fondamentaux : 



f' f A'^ A'^ 



25 



A^ 



auxquels on ajoute tous ceux qui sont obtenus par crochets a I'etage superieur, apres 
simplification, normalisation pliickerienne, division eventuelle, et suppression des 
invariants redondants. On voit immediatement que les nouveaux crochets a etudier 
se distribuent en huit families : 



A, 



7 



'M\ A3 
M^, Af 



Avant de calculer et d'examiner tous ces crochets — tache substantielle s'il en 
est — , reprenons en main la liste de tous les crochets precedents {i.e. invariants 
a I'etage k = 4), en les ecrivant avec des indices : 



fi 
A3 



A 



1,2 



AM/;/j + 4A2.3/;/j 
3^1,4^1,2 _^ -,^2A^'3 A^'^ 



5^1,3^1,3 



Remarque sur le choix des notations. Nous utiliserons systematiquement les 
grandes lettres, telles que "A" (particulierement facile a ecrire a la main), "M", 
etc., parce que leur taille les rend disponibles pour recevoir non seulement 
le nombre total de ""' en indice superieur (poids de I'invariant), mais aussi, en in- 
dices inferieurs, la suite ordonnee de 1 ou de 2 dont depend chaque monome de 
I'invariant en question. 

Normalisation prealable des differentiations totales. Nous avons done huit famil- 
ies de crochets a calculer, et pour cela, nous travaillerons avec les representations 



Cette idee sera discutee plus avant dans la Section 7. 
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indiciees de nos invariants connus a I'etage re = 4. Auparavant, nous devons cal- 

culer a I'avance les deux expressions derivees DAj^ et DM^, et les normaliser en 
tenant compte des identites pliickeriennes, comme nous I'avons explique ci-dessus. 
Calculons done, en eliminant A^'^ et A^'^ /j" a la quatrieme ligne : 

DA^ = A^'S fif^ + A^'^ fl/;^ + Ai'^(//'/^ + nf^)+ 

- 5 A^'^ (/^'/^ + fu;;) - 5 A^'^ + 2 i^'/;' + + 15 a^'^ 

+ 15A^/; + 15A^/X 

= A^'S ///^ + 5 A^'^ fif^ - 4 A^'^ (/^'/; + - a2'3 (/^'/; + ///;') - 

-5Ai'3(/^"/; + /^/;")+5Ai'3/^'/;'- 

- 15 A2'3 ///; + 15 Ai'3 - 15 A^'^ fUf. + 15 ^1,3 
= A^'5 fU^ + 5 A^'^ /^/^ - 4 A^'^ (/^'/; + flf^) - 

- 16 A2.3 (y^'/; + y^/;') _ 5 Ai'3 (y^"/; + fifi;') + 35 A^'^^ fl'f;;. 

Ensuite, le calcul de DM^ est immediat car il n'implique aucune relation pliicke- 
rienne : 

DM« = 3 A^'5 A^'2 + 3 A^'^ A^'^ + 3 A^'^ A^'^+ 

+ 12 A''^ A^'2 + 12 A''^ A^'^ - 10 A^'^ A^'=^ - 10 A''=^ A^'=^ 
= 3 A^'5 A^'2 + 15 A''^ A^'2 - 7 A^'^ A^'^ + 2 A^'^ A^'^ 



Tableau des differentiations totales. En resume, nous obtenons les expressions 
normalisees suivantes pour nos invariants differenties : 





= /f 






= A^-^ 




DA,^ 


= A^'V;+4A2'V;- 


sA^'^^/r 


DA^ 


= A^'V;/j + 5A^'V;. 


fj -4 A^'^ (/;'/; + /;/;) - 




-16A2'^(/:'/^ + /: 


/;) - 5 A^'^ (/r/; + ) + 35 A^'3 ( /;/;) 




^3^1,5^1,2^-^5^2,4 





et nous pouvons maintenant commencer a engendrer la table de multiplication — 
ponderee par le poids de nos invariants — entre ces deux listes encadrees, afin de 
decouvrir de nouveaux polynomes invariants fondamentaux a I'etage k = 5. 

Premiere famille de crochets [Aj^ , fQ . Apres un calcul direct que nous ne detail- 
lerons pas, mais dans lequel les normalisations pliickeriennes n'interviennent pas. 
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nous obtenons : 

[Aj,,./^] =DA^-/^-7A^-D/^ 

= A'''fif'^f', + 5A'''flf^f',- 

- 16 A2'3 + _ 28 A2'3 

- 5 AM +fif-)f,+?,hA''^ {f^ifi +fi'm+ fifim - 

-105AM/|7j7^ 

Nous trouvons done huit nouveaux invariants Af j^^, Af 2' A?,2,i' Ai 2,2' Aa^^ 1, 
A2,i,2' A2,2,i et A2 2,2' qui ne s'expriment clairement pas en fonction de ceux con- 
nus a I'etage /« = 4, a cause par exemple de la presence du determinant A^'^ ou 
apparaissent /f'" et f^'". 

Observation. Cependant, ces huit invariants ne sont pas independants entre eux, ne 
serait-ce que par heritage de la symetrie Aj 2 = ^2,i' Q^i implique les deux relations 
A? 2 fe ^ ^2 1 fc' ^ = 1, 2. En fait, il y a quatre relations independantes, que Ton peut 
proposer au lecteur de verifier par un developpement direct : 

A^ - A^ - f 
^^1,1,2 ~ ^^1,2,1 Ji 

^^1,2,1 ~ ^^2,1,1 
A^ - A^ 

^*-l,2,2 ~ ^^2,1,2 
A|2,l = A^,l,2 + /2 

Toutefois, il est incontestablement preferable d'obtenir ces relations comme suit a 
partir de I'identite de type Jacobi, en posant tout simplement P := /■, Q := /j et 
R := A| : 

0^ [% i^],A^] + [[ALi^],i^] + [[/;,A^],i^]. 

Si Ton tient compte du fait que [//, /j] vaut ou ±A^ et si on utilise les relations 
[Af, A^] = fl M^, nos quatre relations en decoulent. Ainsi, seuls quatre des huit 
crochets [Aj^, fj^] peuvent etre fondamentaux, et on verifie sans peine que Af^^, 
A? 2 1' A2 1 2 et A2 2 2 constituent bien de nouveaux invariants qui sont independants 
entre eux, parce que les trinomes fif[f[, f'JUi^ /2/1/2 et 72/2/2 en facteur derriere 
^1,5 ^ 5 ^2,4 sont. 

Deuxieme famille de crochets [M®, //]. Le calcul, immediat, libre d'ambiguite 
pliickerienne et ne necessitant aucune reorganisation, foumit le resultat suivant : 

[M^, /;] =DMS./;-8MS-/f 

= [3 A^'^ Ai'2 + 15 A2'4 Ai'2 - 7 A^'^ A^-^ + 2 A^'^ A^-^] f- 

- [24 A^'^ Ai'2 + 96 A2'3 Ai'2 - 40 A^'^ A^'^] 
=: M}\ 
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Nous trouvons done deux nouveaux invariants Ml et de poids 10, qui ne 
s'expriment pas en fonction de ceux deja connus, a cause de la presence du produit 
de determinants A^'^ A^'^ ou apparait /f "/2 • 

Troisieme famille de crochets [Aj^, A^]. Bien que le resultat final n'apporte pas 
de nouvel invariant (cf. infra), nous detaillerons ce calcul : 

[A^, A3] = 3 DA^ • A3 - 7 A^ • DA^ 

= 3 A^'S' Ai'2 + 15 A2.4 - 12 A^'^ A^'^ (/-/j + /^/j') _ 

- 48 A2.3 Ai'2(/f /j + ///;) - 15 Ai'3 A^/j- 

- 15 Ai'3 A^/Z/j" + 105 Ai'3 /j' _ 7 A^'^ A^'^ ///j- 

- 28 A2'3 A^'3 ///j + 35 A^'3 Ai'3 (/f /j + ///j') - 105 A^'^ A^'^ /f //. 

Nous utilisons la relation pliickerienne pour transformer les deux termes soulignes, 
qui deviennent : 

15 A^'3 A^'3 - 15 A^'3 A^'3 /f /; + 15 a^'^ a^'^ /;/; - 15 a^'^ a^'^ /;/;, 

et ensuite, nous additionnons les monomes egaux et nous regroupons le tout dans 
un ordre naturel : 

[A^, A3] = (3 Ai'5 Ai'2 + 15 A^'^ Ai'2 - 7 A^-^ A^-^ + 2 A^'^ A^'^) flf'.+ 

+ ( - 12 A^'^ Ai'2 - 48 A2'3 a1'2 + 20 A^'^ A^'^) (/f /j + ///j') . 

Or, ce??e troisieme famille de crochets n 'apporte aucun nouvel invariant. En effet, 
considerons la famille d'identites de Jacobi : 

o^[[A^/;].A»] + [[A^ Af]/;] + [[/;,Ai.Aa 

^[Aj„A=]-[/;M»,/j]-[A=,Af]. 

Si nous faisons tout d'abord i = j (= 1 ou = 2), en utilisant [//M^, //] = 
// [M^, /j'] = fl Ml^, nous obtenons les deux relations : 

0^[Aj„A3]-i^M/o 

qui montrent que les deux crochets [Aj^, A^] pour i — 1,2 sont superflus. Si nous 
faisons ensuite i — 1 et j = 2, nous obtenons : 

^ [Al„ A3] - M« /;] - [M«, /^] + [A?, A^] 
= [A^^2, A3] + A3 - f[ - 5 A3 
^[AI'2,A3]-4A3m«-/{M2^ 

ce qui montre que [A^ 21 superflu. De la symetrie indicielle A^ 2 = ^2 1 '^'^ 

peut deduire sans plus de calcul que le crochet [Ag j^, A3] est lui aussi superflu, mais 
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il est instructif de faire quand meme i — 2etj — l dans I'identite generale : 

^ [A^,, A^] - [/^, f[] - f, [M\ f[] - [Kl Ag 
= [A^ i, A-^] - A^ - Ml^ + 5 A^ 
= A^] + 4 A^ - . 

Bien que Aj 2 = ^21' ^^^^^ obtenons une relation independante de la precedente, 
et par soustraction, nous obtenons une nouvelle relation, que nous enongons en 
passant : 

= - f[ M2^° - 8 A^ M^ 

ce qui anticipe un fait qui va se reveler crucial par la suite : les invariants fondamen- 
taux formes par crochets jouissent d'un tres grand nombre de relations algebriques, 
parfois appelees syzygies, qu'il est difficile d'englober dans une combinatoire uni- 
fiee. Poursuivons toutefois pour I'instant notre preparation de tous les invariants 
que Ton peut former par crochets. 

Quatrieme famille de crochets [M^, A^] . Le calcul, "most elementary", donne : 

[M^ A^] = 3 DM^ ■ A^ - 8 ■ DA"'^ 

= 9 A^'^ A^'" + 45 A"'^ A^'" A^-" - 45 A^'^ A^'^ ^i,2_ 
- 90 A2'3 Ai'3 Ai'2 + 40 A^'3 A^'3 A^-^ 

C'est un nouvel invariant N^'^ de poids 12 qui a la propriete remarquable de s'expri- 
mer seulement en fonction des determinants A"'^. En compagnie de A^ et de M^, 
il jouera un role central dans 1' elaboration d'une base de Grobner pour I'ideal des 
syzygies entre les invariants fondamentaux. 

Cinquieme famille de crochets [Aj_^-, A|]. Cette fois-ci, nous ne detaillerons pas 
les calculs intermediaires, puisque nous avons deja evoque a present tous les actes 
qui permettent de les accomplir. Nous obtenons : 

[Aj,,, A|] =5DA^.AE-7Ar,,.DA| 

= 5 + 25 A2'4 - 7 A^'^ A^'^ ///j/^ 

- 56 A2.3 ///j/^ - 112 A2.3 a2'3 _ 15 A^-^ A^'^ 

- 75 A2.4 + 15 AM (/-/j + ///j') /^+ 
+ 35 A^ Ai'3 + 60 A2'3 Ai'3 (/f /j + ////) 

- 10 A2.3 Ai'3 ///j/- _ 25 Ai'3 Ai'3 (/-/j + /^+ 
+ 175 Ai'3 Ai'3 /;7j7^ _ 100 Ai'3 Ai^3(^/7. + /;/;)/^+ 

+ 60 Ai'4 Ai'2 (/;7j + _ 105 a^'^ a^'^ /f /;/^+ 
+ 240 a2'3 Ai'2 (/;7j + /;/;) _ 420 a^-s a^-^ /;7;/^. 
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Ces six invariants sont nouveaux, a ceci pres qu'ils ne sont pas independants entre 
eux. En effet, (Jac) donne : 

^ [ [fi A|] , A^] + [ [A^ /;] , Aj] + [ [Ai At] , /;] , 

relations qui se reduisent a = lorsque j = k, mais qui foumissent deux relations 
non triviales lorsque j k,a savoir : 

[Al„ Al] = [Al„ Al] +5M'Al + 5A^Mf , 
[Al,2, Ag = [Al„ Al] - 5 M« A^ - 5 A^' M','. 

Celles-ci nous permettent de n' avoir a considerer que les quatre (au lieu de six) 
nouveaux invariants : 

Kll,:= [Al„Al], Klly.= [A^^i, A^, 

-^2,2,1 '■— [^2^25 A^] , -^2,2,2 '■— \/^2,2^ • 

Cependant, le travail n'est pas termine. Puisque nous constatons que Kl\ ^ est 
divisible par /(, nous devons introduire 1' invariant de poids 12 : 

Ji 

= fifi (5 A^'S Ai'3 + 25 A2'4 Ai'3 - 7 A^'^i A^'^ - 56 A^'^ A^'^- 

- 112 A2'3 a2'3) + ( - 15 Ai'5 Ai'2 - 75 A^'^ A''^+ 

+ 65 A^'^ A^'3 + 110 A2'3 A^'^) + /i/f - 50 A^'^ A^'^) + 

+ fifi ( - 25 A^'3 A^'3 + 15 A^'^ A^'2 + 60 A^'^ A^'^) . 

Pareillement, 2 etant divisible par nous devons introduire cet invariant defini 
par := jr [A2 2, A2] . Mais les deux invariants restants, a savoir Kl^^ 2 -f^2,2,i' 
ne sont divisibles ni par f[ ni par /g. Or nous verrons dans la suite qu'il est naturel 
d'introduire des "polarisations" de certains invariant speciaux — tels que Kj"^^ — 
qui ne comportent que des "1" en indices inferieurs et que nous appelerons bi- 
invariants, les "polarisations" de ces invariants speciaux consistant tout simplement 
a mettre des "1" et des "2" de toutes les manieres possibles en indices inferieurs. 
Par exemple, les polarisations de Al ^ sont : A[ 2, A2 1 et Ag 2- Mais alors, comment 
done les deux invariants -f^|fi,2 et -^^2,2,1 pourraient-ils etre obtenus par polarisation, 
sachant qu'ils ont trois indices inferieurs? Faut-il revenir a Kl\ ^ et le polariser? 

Lemme 5/ 1 'on introduit, pour tons i, j appurtenant a {1, 2}, les quatre invariants 
de poids 12 : 

_ A^'S Ai'3 + 25 A2'4 a1'3 - 7 Ai'^ A^'^ - 56 A^-S A^'^- 

- 112 A2'3 a2'3) + (-^^-^i + ^^^3^ _ 15 Ai.2 _ 75 a2,4 AI.2+ 
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+ 65 + 110 A2'3 A^'^) + ^ ^'"^'^^ ( - 50 A^'^ A^'^) + 

+ ( - 25 Ai'3 Ai'3 + 15 A^'^ Ai'2 + 60 A^-S A^'^) , 

alors les quatre invariants -^2,2,1 ^2,2,2 precedents sont reobtenus 

au moyen des quatre relations : 

^^2,2,2 ~ J2 ^^2,2- 

Grace a ce lemme bienvenu, nous pouvons done introduire 1' invariant reduit 
K\^^ accompagne de ses trois polarisations -R'ljl, K^'^^ et ^2,2 (^i^ f^it -^1,2 — ^2^1)^ 
et oublier purement et simplement les quatre invariants de poids 13 qui nous etaient 
foumis par crochets bruts. 

Preuve. En considerant la permutation 1 2 des indices (noter que les A"''^ 
changent de signe), il suffit d'etablir la deuxieme identite. Nous reecrivons tout 
d'abord, en repartant de I'expression obtenue pour [A]^^, A2] : 

Kl%2 = f if if 2 (5 A^'^ Ai'3 + 25 A2'4 A1'3 - 7 A^'^ A^'^ - 56 A^'^ A^'^- 
- 112 A2.3 a2'3) + fJ'J^ - 15 A^'S Ai'2 - 75 A^'^ A^^^+ 
+ 35 A^'^ A^'^ - 10 A2'3 A^'^) + /{ /(7^ (30 A^'^ A^'^ + 120 A^'^ A^'^) + 
+ fifif2 ( - 50 Ai'3 Ai'3) + /('/('/^ (175 A^'^ Ai'3 - 105 A^'^ A^'^- 
- 420 A2'3 A^'2) + /{/{7^'( - 200 A^'=^ A^'^ + 120 A^'^ A^'^ + 480 A^'^ A^'^) . 

Ensuite, nous effectuons la soustraction : 

■"■1,1,1 Jl 1,2 ^ 

= /( /2 ( - Y - ^ A2'4 a1'2 + ^ a1'4 A1'3 - 65 A2'3 a^-^) + 



+ fifif2 ( Y A^'S Ai'2 + a2'4 Ai'2 - I Ai'3 + 65 A^-^ A^'^) + 

+ fifif2 (175 Ai'3 A^'^ - 105 A^'* A^'^ - 420 A^-^^ A^'^) + 
+ /"/I/2' ( - 175 A^'^ A^'^ + 105 A^'^ A^'2 + 420 A^'^ A^'^) . 



Jets de Demailly-Semple d'ordres 4et5 en dimension 2 



879 



Remarquablement, les coefficients polynomiaux complexes etant opposes par paires 
de lignes qui se suivent, nous voyons des determinants 2 x 2 se reformer : 

^1,1,1- /l-f^l,2 = 

= f' f _ 1^ A^'S ^1,2 ^1,2 _ 75 2,4 ^1,2 ^1,2 ^ 5 1^3 i^2_ 

•'n 2 2 2 

- 65 A2'3 a1'2 A1'2) + /{ Ai,2^ + 

+ f" (105 A^'^ A^'2 A^'2 + 420 A^'^ A^'2 A^'^ - 175 A^'=^ A^'^ A^'^) . 

Les deux premiers termes de la premiere lignes ressemblant a ceux de M^^, nous 
pouvons ecrire : 

5 



10 

1 " 

+ f[[-Y ^''^ A^'^A^'^ - 60 A2'3 A^'^ A1'2 + ^ A^'^^ Ai'2 A^'^^) + 
+ /{' (45 A^'^ Ai'2 ^1,2 ^ -^gQ ^2,3 ^1,2 ^1,2 _ 75 ^1,3 ^1,3 ^1,2 j _ 

Et enfin, nous reconnaissons dans les termes restants I'expression developpee de 
—5 Af M^, ce qui nous donne bien la relation annoncee, que nous reecrivons : 

- f'l Kll = - f A3 - 5 Af □ 

Sixieme famille de crochets [M^, Af]. Par un calcul facile, court et sans mystere 
qui nous permer de reprendre haleine avant d'envisager la septieme et la plus com- 
plexe famille de crochets, nous obtenons : 

[M^ Af] = 5 DM^ • Af - 8 • DAf 

= (15 A^'S Ai'3 Ai'2 + 75 A2'4 Ai'3 Ai'2 + 5 Ai'4 A^'^ Ai'3+ 

+ 170 A^'^ A^'2 A^'3 - 24 A^''' A^'^ A^'^ - 192 A^'"^ A^'^ A^'^- 

- 384 A2'3 a2'3 A^'^) // + ( - 45 A^'S A^'^ A^'^ - 225 A^-^ A^'^ Ai'2+ 

+ 225 A^'^ A^'^ A^'2 + 450 A^'^ A^'^ A^'^ - 200 A^'^ A^'^ A^"'^) f- 



-.H}\ 



Le resultat n'est divisible ni par Af (sinon DAf le serait), ni par A'^, ni par //. Nous 
trouvons done deux nouveaux invariants HY' et Hl"^ de poids 14. 

Septieme famille de crochets [Aj^, A^ J. Le calcul complet, que nous detaillons 
dans la Section 9 parce qu'il est delicat, donne : 

[^L-> K,l] _ r)A7 . a7 _ a7 .r)A7 

= ( - 5 A^'^^ - 25 A2'4 a1'=^ + 4 A^'^ A^'^ + 32 A^-^ A2'3+ 
+ 64A^-3A^-3)(/^/^Al,f + i^/^A];f) + 
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+ (l5 A^'S + 75 A2'4 A1'2 - 35 A^'^ Ai'3+ 
+ 10 A^-^ A^'^) (////' A];f + /^/; Alf ) + 



5 AM - 20 A2-3 Ai'3) (/j// A^-j + ///^ A^f 



+ (25 Al'3 ^1,3 j ^2,3 ^ ^2,3 ^ ^2,3 ^ ^2,3^ ^ 

+ (-60A1'4a1'2-240A2'3a1'2+ 
Nous trouvons ainsi trois invariants de poids 15 : 

[Al„Ay, [All, Ay, [AL2,Ay, 

mais cependant, ces invariants s'expriment en fonction de ceux que nous connais- 
sons deja. En effet, specialisons tout d'abord les indices dans la fonnule generate et 
nettoyons les expressions obtenues : 

[Al,i, 2] ^ / 5 ^1,5 ^1,3 ^1,2 _ 25 Ai'3 Ai'2 + 4 A^'^ A^'^ A^'^+ 



7 



32 Ai'4 A^-^ Ai'2 + 64 A^-^ A^'^ A^'^ 
5 A^'^ A^'^ A^'^ - 30 A^'^ A^'^ A^'^ 



+ (15 Ai'5 Ai'2 Ai>2 + 75 A2'4 Ai'2 Ai>2- 

- 35 A^'^ Ai'3 Ai'2 + 10 A2'3 A^'^ A1'2) + 

+ /{'/" ( - 60 A^'^ Ai'2 Ai'2 - 240 A^'^ A^'^ 
+ 100A1'3a1'3a1'2), 

- — — — Idem (^indice 1 < > indice 2) , 

[^1,^^1,2] ^ _ -^Q ^1,5 ^1,3 ^1,2 _ 50 ^2,4 ^1,3 ^1,2 ^ g ^1,4 ^1,4 ^1,2^ 

+ 64 A^'^ A2'3 A^'^ + 128 A2'3 a2'3 a1'2+ 
+ 10 Ai'4 Ai'3 A^'^^ - 60 A2'3 a1'3 A^'^^) + 

+ (^liIl±llA^ (30 A^'5 A^'2 Ai'2 + 150 A2>4 Ai'2 Ai'2- 

- 70 A^'* A^'^ A^'^ + 20 A2'3 A^'^ A^'^) + 
+ /"/2 ( - 120 Ai'4 Ai'2 Ai'2 - 480 A^-^ A^-^ Ai'2+ 
+ 200A1'3a1'3a1'2). 

Si nous examinons le polynome cubique en A qui est multiple de dans les deux 
demieres lignes de I'expression de ^ \_A\^i, 2] , nous reconnaissons par exemple 
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—20 A^'^, ce qui constitue une coincidence que nous devrions manifestement 

exploiter, et ensuite, sans plus tenter de decrire I'ascese visuelle qui nous permet de 
deviner des relations algebriques entre de telles expressions, nous trouvons les trois 
relations suivantes immediatement verifiables par developpement : 

= 6 [Al,i, Al,] + 35 Al Ml' + /( Hl\ 

= 6 [Al,, Al^ + 35 {A\ Ml' + M]') + /( i/^^ + Hl\ 

= 6 [Al,2, Al^ + 35 A^ Ml' + Hl\ 

qui montrent que les trois invariants [A[^, A^ g], ^2,2] [^1,2; ^2,2] sont 

en fait superflus. Bien qu'elle nous ait cote de reels efforts de calculs, cette cir- 
constance n'est pas sans nous deplaire, puisque nous pouvons ainsi reduire de 
trois unites le nombre d'invariants fondamentaux que nous aurons a considerer 
ulterieurement. 

Huitieme famille de crochets [ M ^ , A J^] . Le calcul, qui implique seulement quel- 
ques normalisations pliickeriennes et bien sr aussi de I'arithnietique formelle ele- 
mentaire, foumit 1' expression massive suivante, qui est en fait completement sim- 
plifiee : 

[M®, k[j] = 7 DM** ■ j - 8 • DA[^- 

= ( - 3 A^'^ Ai^4 ^1,2 _ ^5 ^2,4 ^1.4 ^1,2 _ ^2 A2.3 Ai'2+ 

+ 40 A^'^ A^'^ A^'^ - 60 A^-'' A^'^ A^-^ + 200 A^'"* A^-^ A^-^- 

- 49 Ai'4 Ai'4 Ai'3 - 422 A^'^ A^-^ A^'^ - 904 A^-^ A^-^ A^'^) flf'.+ 
+ ( - 105 A^'S Ai'3 Ai'2 - 525 A^'^ A^'^ A^-^ + 205 A^'^ A^-^ A^'^- 

- 230 A^'^ A^'^ A^'^ + 96 A^'* A^'* A^'^ + 768 A^'* A^'^ A^'^+ 

+ 1536 A^'^ A^'^ Ai'2) (/f /j + /;/;) + 

+ ( - 200 A^'^^ A^'^ Ai'3) (/^"/^ + f^f^') + 

+ (315 Ai^5 Ai-2 ^1,2 ^ ^575 ^2,4 ^1,2 ^1,2 _ ^575 ^1,4 ^1,3 ^i,2_ 

- 3150 A2'3 A^'3 A^'^ + 1400 A^'^ A^'^ A^'^) //'/j'. 

Nous obtenons ainsi trois nouveaux invariants de poids 16 : 

Fll:=[M\Al,l Fl%:=[M\Al,]=Fl% 

Fiy.= [M«,Ay. 

Systeme generateur pour les jets d'ordre 5. 11 nous faut done considerer les 
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vingt-cinq polynomes invariants fondamentaux : 







A5 A5 a7 a7 


^'■2,2' 








a9 a9 a9 
^*-l,2,li ^*-2,l,2i ^*-2,2,25 


Ml', 








A^12 7^12 7^12 

5 -''■1,1' -''■1,2) 




-'^2,25 






0-14 77-14 rpie 
-f^l ) -f^2 1 -'^1,1' 


-^1,21 


pl6 



Probleme. Decrire explicitement I'ideal des relations entre ces vingt-cinq polyno- 
mes et etablir que tout polynome invariant par reparametrisation P(j^/) se repre- 
sente comme polynome . . . , M^, . . . , Hl^, . . . , -^2^1) '^^^ vingt-cinq invari- 
ants fondamentaux. 



i5. Jets d'ordre 4 en dimension 2 



Neuf relations fondamentales Cette section et celle qui suit sont consacrees a 
I'etude plus accessible de 1^152. Pour les jets d'ordre 4, on considere les neuf 
polynomes invariants fondamentaux : 



f[, f2, A^ 



A^ 



A^ A^ 

^'■l,!) ^'■1,25 



A^ 
^^■2,25 



et avant de passer aux jets d'ordre cinq, nous allons demontrer que tout polynome 
invariant par reparametrisation P (i^/) se represente comme polynome de la forme 

Trois calculs distincts sur Maple|j conduisent aux neuf relations fondamentales 
suivantes entre ces neuf invariants : 



= /2Al,i-/{Al,2-5A3Af, 

3 



= /2Al,2-/iAL-5A3Ai 

= f[f[M^ -3A^ A[i + 5 Af Af , 
= fif^M'-3A'Al^ + 5AlAi 
lO = fl,f^M'-3A'Alo + 5AlAl 



Les resultats que Ton regoit (apres un quart d'heure de calcul environ) dependent de I'ordre 
monomial choisi; ils comprennent d'autres relations superflues, i.e. deduites des neuf fondamen- 
tales que nous listons, parce que le logiciel doit effectuer algorithmiquement F operation dite "S- 
polynome" sur tous les couples d'identites, suivie d'une division par les elements presents, afin de 
completer le calcul d'une base de Grobner reduite. L'auteur remercie Erwan Rousseau de lui avoir 
communique cette liste, ainsi que 1' invariant M®. 
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= f^A^M^-AlA'+AlAl 



2) 



= 5 - A^ 2 ^1,1 + ^1,2 ^1,2- 

Dans le cas des jets d'ordre k = 3, seule la premiere relation est presente ; 1' ideal 
des relations est principal et il constitue per se la base de Grobner adequate. 

Question. Comment retrouver et prevoir I'existence de toutes ces relations ? 
Indication de reponse. Au niveau k = 4, une seule identite de Jacobi pent etre 
formee et elle donne la relation deja connue AJ2 = ^2 i' cependant triv- 

iale par rapport aux neufs identites listees ci-dessus. Mais en dechiffrant ces neuf 
equations, ou bien en observant que les deux families d'identites qui sont satisfaites 
dans les algebres pliickeriennes et que nous avons deja utilisees systematiquement 
pour normaliser I'expression definitive de nos crochets, doivent necessairement et 
naturellement "emboiter notre pas" lorsque nous formons tous les determinants 2x2 
de la matrice 

/{ /2 3 A3 5Af 
D/{ D/^ DA3 DAf 

nous devinon^ ou nous constatons, que le lemme general suivant est vrai. 



5A5 
DAI 



Lemme Pour tout quadruplet (P, Q, R, S) d' invariants de poids m,n,o,p, les 
deux identites suivantes de type plUckerien sont satisfaites : 



= m P [Q, Rj 


+ oR 


P, Q] +nQ 





= 


[P, Q] ■ [R, S] 


+ 






R, Q] + [Q, S 




[R, P] 



(Vlcki) 
{Vlck2) 



Preuve. Si en effet nous developpons les deux derniers crochets : 

oR{nDP -Q-mP ■ DQ) + nQ(m DR ■ P - oR • DP), 

les deux termes extremes s'annihilent, tandis que les deux termes centraux : 

—am R • P • DQ + nm Q ■ DR • P = -mP [Q, R] 

reconstituent I'oppose du premier terme de la premiere identite (Vlcki). La seconde 
(Vlck2) n'est qu'une reformulation de la relation pliickerienne fondamentale qui 
est satisfaite par les six mineurs 2x2 d'une matrice de taille 2x4. On la verifie 
en developpant les trois produits de determinants 2 x 2, ce qui produit 12 termes 
constitues de 6 couples s'annihilant. □ 



^ L'auteur a d'abord devine et reconstitue les relations generales qui sous-tendent les neufs iden- 
tites precedentes avant d' arranger synoptiquement la formation de nouveaux invariants par simple 
calcul de mineurs 2x2. 
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Reconsdtution des 9 syzygies. II est tres remarquable que les identites (Vlcki) 
pennettent de reconstituer les huit premieres (parmi neuf) des identites listees (voir 

9 

ci-dessous), et que la neuvieme identite "=" puisse etre obtenue comme I'une des 
identites (Vlck2). 

En effet, au niveau precedent k = 3, nous avions cinq polynomes invariants 
fondamentaux : 

Al Al). 

Par consequent, le nombre d' identites fondamentales (Vlcki) possibles est egal a 
C| = 10, et nous les ecrivons dans I'ordre suivant : 

Oi/a/^, A^]+3A^ [fiM+f;^[^':f[\. 
= /a/^,A?]+5A? [f[,f^]+f^[Alf[\, 
= /U/2, A^]+5A^ /2]+/2[Ai/(], 
0i/^[A^A?]+5A? [f[,A']+3A'[Al,f[\, 
i f[ [A^ A^] + 5 A^ [fi A'] + 3 A^ [A^, f[\ , 
I f[ [Al, Al] + 5 A^ [/( , Al] + 5 Al [Al f[] , 
i [A^ A^] + 5 Al [f^, A'] + 3 A3 [Af , /^] , 
i [A^ A^] + 5 A^ [/^, A^'] + 3 A^ [A^, /^] , 
= [Al, Al] + 5 A^ [f^, Al] + 5 A? [A^, /^] , 
= 3A3 [A^, A^] +5A^ [A^ A^] +5A5 [A^, A^'] . 

De meme, le nombre d' identites pliickeriennes (Vlck2) possibles est egal au nombre 

0k[f[, /^] . [A3, Al] + [Al, f[] . [A3, /^] + [/^, Al] . [A3, f[] , 
^ [f[, f^] . [A3, A?] + [Al n] ■ [A3, fl\ + [fl All ■ [A^ fi]^ 
0=[f[, . [Al Al] + [Al f[] . [Al fH + [fl Al] . [Al f[] , 
= [f[, A3] . [Al Al] + [A^, f[] . [Al A3] + [A3, A^] ■ [A^, f[], 
i [/^, A3] . [Al Al] + [Al fi] . [Al A3] + [A3, A^] • [A^ fl]. 



A present, nous pouvons reecrire tous ces crochets bruts en utilisant les notations 
que nous avons introduites pour designer nos neuf invariants, tout d'abord dans les 
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dix identites (Vlcki) : 



oi 


-f[Al-3A'A' + f^Al, 


= 


-f[Al,-5A'Al + f^Al,, 


oi 


-f[Al^-bA^A\ + r^Al,, 


ol 


- f[f[ M' - 5 AlAl + 3 A' Al„ 


= 


~ f'j!, ^ 5 AlAl + 3 A' Al,, 


0^ 


-5f[A'M'-5AlAl, + 5AlAl„ 


oi 


-fU[M'-5AlAl + 3A^Al„ 


o4 




i 

= 


-5/^A3M«-5A^AI^2 + 5A^A^,2, 


oi 


-SA^A^ - A^/{M® + A^/^M' 



et ensuite dans les cinq identites (Vlck2) : 

= AViM« + Al,iA^-Al,,A^, 

= AV2M« + A2^,iA^-A^,2A?, 
i 5 A-UHf« + A^^i AJ^2 - Aj^i, 
i 5 Af A^ M« + Al, f[ - Al^ M' 
= 5AlA'M' + Al, f[ M' - Al, M'' 

Ici, en admettant bien sr que Ai_2 = A2,i, on constate que : 

• "=" foumit "=" ; 

• "=" foumit "=" ; 

• "i" foumit "i" ; 

• "=" foumit "=" ; 

• "=" foumit "=" ; 

• "=" foumit "=" ; 
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• "=" est redondant avec "=" ; 

• "4" foumit "i" ; 

• foumit "i" ; 

• "=" redouble "=" en la multipliant par ; 

• "i" redouble ; 

• redouble ; 

m 9 

• "=" foumit la demiere identite manquante "=" ; 

• "=" redouble "=" en la multipliant par ; 

• redouble "=" en la multipliant par M^. 

Conclusion. Toutes les identites algebriques entre les invariants fondamentaux que 
nous avons trouvees a I'aide de Maple pour les niveaux k = 3 et k = A peuvent en 
fait etre obtenues mecaniquement grace aux trois families fondamentales de syzy- 
gies: 

iJac) : 0^[[P, Q],R] + [[R, P],Q] + [[Q, R] , P] , 

(TZT) : = mP [Q, R] +oR [P, Q] +nQ [R, P], 

(Vlck) : = [P, Q] ■ [R, S] + [S, P] ■ [R, Q] + [Q, S] ■ [R, P] 



Genese des syzygies. Crucialement, il semblerait que Ton puisse engendrer toutes 
les relations entre tous les polynomes invariants que Ton construit recursivement 
par crochets, juste en developpant par recurrence toutes les identites iJac), (Vlcki) 
et (Vlck2) possibles lorsqu'on passe d'un etage de jets A a I'etage superieur A + 1. 
Cette idee conjecturale est renforcee par le fait que dans la theorie classique des 
invariants, il existe aussi trois procedes automatiques qui engendrent I'ideal des 
relations entre les invariants, et on demontre rigoureusement ([4J) que tel est bien 
le cas, sans toutefois poursuivre 1' etude plus avant, afin de trouver des bases de 
Grobner signifiantes d'un point combinatoire, ou afin de devoiler des harmonies 
formelles encore inconnues qui montreraient explicitement en quoi I'algebre des 
invariants est de Cohen-Macaulay, ce qui est toujours le cas pour un groupe reductif 

(El). 
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§6. Decomposition en representations de Schur 

Motivation. La cohomologie des fibres de Schur sur une variete projective lisse 
etant connue (cf. e.g. et voir la Section 8 ci-dessous), nous cherchons main- 
tenant a decomposer en representations irreductibles de Schur les gradues de poids 
m de nos deux algebres d'invariants VS^ et VSl. 

Action lineaire diagonale sur les jets. A cette fin, sur I'espace des jets d'ordre 
K en dimension deux muni des coordonnees . . . , f['^\ . . . , f[^\ /2 

considerons {cf. [5J) 1' action du groupe lineaire a deux dimensions GL2(C) — 
constitue des matrices 2 x 2 de la forme 



w : = 



t V 
u w 



ou t,u,v,w E C satisfont tw — uv ^ — qui est definie diagonalement par la 
meme transformation evidente sur chaque etage de jets : 



w 



w 



pour tout A tel que 1 ^ A ^ k. 

Decompositions de Schur. La theorie classique des representations du groupe 
lineaire permet alors de decomposer toute representation de GL2(C) comme somme 
directe de representations d'un certain type, dites de Schur, que Ton repere facile- 
ment en recherchant tous les vecteurs qui sont invariants par un certain sous-groupe 
de GL2(C). Enon9ons ce que la theorie generale donne dans le cas qui nous interesse. 

Definition. Un polynome invariant par reparametrisation P(j'^/) est appele bi- 
invariant s'ilest un vecteur de plus haut poids pour cette representation, c'est-a-dire 
s'il est invariant par Taction du sous-groupe unipotent U2(C) constitue des matrices 
de la forme : 

' 1 
u 1 



u 



Autrement dit, un invariant simple P satisfait P(j'^(/ o 0)) = P{{j'^f) 
pour un certain m ^ 1 et c'est un bi-invariant si Ton a de plus : 



32xmv 



(u ■ r /) 



)2xmv 



iff) 



pour toute matrice unipotente u G U2(C). 
Exemples. Puisque Ton a trivialement u ■ f[ 



/{etu = etaussi: 



u 



(a) 



(/3) 



A 



a,(3 
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nous voyons immediatement que f[, A^, A^, Al-^ et sont des bi-invariants (au 
nombre de cinq), tandis que les quatre invariants restants, a savoir /g, A2, Ajg et 
A2 2 ne sont pas bi-invariants. 

Reperage des representations de Schur. D'apres la theorie generale, a tout vecteur 
p2xmv plug j^^uj- pQ{(jg correspond alors une et une seule representation de Schur 
Yih,h)^ ou les deux entiers h et I2 satisfaisant li ^ I2 sont aisement reperes comme 
etant les exposants des deux elements diagonaux qui apparaissent dans la valeur 
propre 

^ _ p2xinv — ( ^ 1 ■ P^xiiiv _ p2xinv 

\Q W J 

dont jouit lebi-invariant — qui est necessairement vecteur propre — par rapport au 
sous-groupe des matrices 2x2 diagonales. Tres concretement, I'entier li compte le 
nombre total d'indices inferieurs "(■)/' qui interviennent dans chaque monome du 
bi-invariant en question, et de meme, I'entier I2 compte le nombre d'indices "(■)2 "' 
et puisque chaque A"'^ contribue pour exactement un indice "(Oi" et un indice 
"(■)2", il est immediatement clair que nous avons la correspondance suivante entre 
bi-invariants et representations de Schur : 

A5„r(2'i), A7^„r(=^,i)^ M8^r(2'2). 

Fait d'experience. La determination directe des bi-invariants en dimension v = 2 
pour les jets d'ordre k = 4 ou k = 5 est beaucoup mains coteuse en calcul que 
la determination de la totalite des invariants par reparametrisation. Voici en effet le 
premier de nos deux resultats principaux. 

Theoreme Pour les jets d'ordre 4 en dimension 2, tout bi-invariant de poids m, 
p2xmv^^-4y^^ s' ecrit sous forme unique: 

p2xmv^^-4y^) _ Q2xinv^y/^^3^^7^^^8^ ^ A5 7^2>^'°"(/^,A^A^1,M8), 

oil Q2xmv -^2xmv ^^^^ deux pofynomes absolument arbitraires en leurs arguments 
qui sont de poids m et de poids m — 5, respectivement. De plus, V ideal des relations 
entre les cinq bi-invariants fondamentaux : 

(/{ A^ h.\ M^), 

est principal, et pour preciser, il est engendre par I'uniqu^ relation : 

= f[f[M^ - 3 A^AJ 1 + 5 A^A^ 
^ Ce fait a ete confirme par un calcul de F ideal des relations sur Maple. 
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Par consequent, une base de I'espace vectoriel des polyndmes de poids m invari- 
ant par reparametrisation et par rapport a V action de U2(C) est constitute de 
r ensemble des mondmes : 

(/O" (A')'^ (Al,i)'' {M^y, avec a + SP + 7^ + S5 ^ m, et : 
(/O" (A^)'^ (A^ {M^y, avec a + 3(3 + 7-f + 8S ^ m - 5, 

et chacun de ces deux mondmes correspond respectivement aux deux representa- 
tions de Schur : 

Consequences. Avant d'entreprendre la demonstration de ce premier theoreme, 
notons que I'algebre complete VS^ des invariants par reparametrisation s'obtient 
maintenant facilement en regardant Torbite, par Taction du groupe complet GL2(C), 
de chacun de nos cinq bi-invariants ; on constate d'ailleurs qu'il suffit de considerer 
Taction des matrices de la forme 

qui nous fournissent immediatement : 

V-Al,i = Al_i + 2^;Al_2 + i;2A2%, 

et de cette maniere, non seulement nous engendrons facilement les quatre invari- 
ants fondamentaux non bi-invariants que nous connaissions deja, mais encore — et 
c'est la qu'apparait une strategic crucialement simplifiee que nous re-exploiterons 
ulterieurement pour V etude de V>S\ — , nous deduisons que Torbite des polynomes 
arbitraires en (/{, A^, Af, Aj^, M^) est juste constitute des polynomes en les neuf 
invariants par reparametrisation que nous avions engendres en calculant methodi- 
quement des crochets. 

Corollaire Pour les jets d'ordre quatre en dimension deux, I'algebre VS2 des 
polyndmes invariants par reparametrisation est polynomialement engendree par 
les neuf invariants fondamentaux (^f[, /g, A^, Af, A|, A^^^, A[2, A22, M^). 

Restrictions. Toutefois, cette maniere economique de proceder — etude exclu- 
sive et exhaustive des bi-invariants suivie de la deduction raccourcie d'une descrip- 
tion partielle de I'algebre complete des invariants — ne foumit pas de description 
precise de T>S2, c'est-a-dire notamment qu'elle ne foumit pas une ecriture unique, 
en tenant compte des 9 syzygies fondamentales, de tout polynome general de la 
forme : 

V{f[,f^,A',Al,Al, Al,„ Al,2, A^,2, M'), 
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et qui plus est, il serait impossible d'obtenir un tel resultat complet, et ce pour 
une raison profonde, a savoir que I'orbite par GL2(C) de I'unique syzygie existant 
entre les bi-invariants ne couvre pas I'ensemble des neuf syzygies fondamentales 
qui existent entre les invariants complets. 

Heureusement, puisque seule la decomposition en representations irreductibles 
de Schur presente un veritable sens algebrique, et aussi, puisque nous aurons seule- 
ment besoin de cette decomposition pour conduire nos calculs de caracteristique 
d'Euler dans la Section 8, il est en verite essentiellement inutile de poursuivre 
plus avant 1' etude de VS"^- Nous confierons quand meme au lecteur desireux de 
s'exercer a maitriser les bases de Grobner le soin d'etablir I'enonce suivant, ou 
d'autres enonces analogues qu'il pourrait formuler en choisissant a sa guise des 
ordres monomiaux differents. 

Proposition Tout polyndme en les neuf invariants fondamentaux s 'ecrit de maniere 
unique comme suit : 

V{f[, f„ A^ Al,i, Kl^) + r,, A^ Kl,, Kl^) + 

+ Aln{f[, A\ Al„ Al,)+AlS{f[, ft A', Al„ Ay + 
+ Al,T{f[, f^, A', Al„ Al,)+A'Al^U{f[, A^ A^^,, A^J, 

ou V, Q, 71, S, T etU sont des polyndmes arbitraires en leurs arguments. 

Demonstration du premier theoreme. Par definition de I'invariance par reparame- 
trisation d'un polynome P = P {j"^ f) de poids m, on a : 

P(/(/o0)) =0'"^P((//)o0), 

pour tout biholomorphisme local de C. En suivant une astuce de nous allons 
appliquer cette formule a := f^^ en supposant I'inversibilite, d'ou c/)' = jr o f~^. 

On a tout d'abord trivialement (/i o f^^y = Id, d'ou (/i o f^^Y'^^ = pour 
tout A ^ 2 puis, par des calculs directs dont la teneur est deja elucidee par notre 
connaissance prealable des invariants A^, Af et Al^: 

{ho A-')' 



A3 



if[y 



of,-'. 
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Par consequent, tout polynome P{j^f) invariant par reparametrisation satisfait : 

Recomposons immediatement avec /i pour faire disparaitre /f ^. Si ensuite nous 
ecrivons le polynome de depart P = P{j'^f) sous la forme generale suivante : 

E p-^-^-d2 ■ ifir {f2r ifiT U2f' UiT {f2T UiT ifrr^ , 

ai+fi2+26i+252H h4d2=)Ti 

avec des coefficients Paia2-d2 ^ C, I'identite obtenue a I'instant nous permet alors 
d'obtenir une representation generale de P : 



p(//)^(/(rp(i,|,o,^,o,^,o,^) 



Ul) 2-^ PaiO20620c20d2 ( f/)a2+3&2+5c2+7(i2 

01+02 +262 +3c2+4d2=m ^ 

GC[/{,/^,A3,A?,Al,i] [1 

'-/i 

qui est presque polynomiale, a ceci pres qu'on s'autorise a diviser par j[. Calculons 
alors I'ordre maximal en jr de cette expression rationnelle : 

max ( 0(2 + + 5c2 + Id-i — m ) = max ( 62 + 2c2 + 3^2 ) 

b2+3c2+4d2=m \ J 02 +262 +3c2+4d2=m, \ / 

max (262 + 4C2 + 6^2) 



ai+a2 +262 +3c2+4d2=TO \ / 02 +262 +3c2+4d2 

_ 1 

2 2fc2+3c2+4(i2 = 

ml / „ , \ 

max C2 + 2c(2 ) 

2+4d2=m \ / 



2 3c2+4d2= 



3 

-m. 



Ainsi, tout polynome P(i^/) G I^iSg „^ est de la forme : 

E (/^r^a(/2,A^A^AI,l)• 



— |m^o^m 



Cependant, toutes les expressions rationnelles de cette forme ne conviennent pas : 
^Yy- avec m = 4 ne se simplifie pas pour produire un vrai polynome appartenant 

T>S\„^, bien que cette expression rationnelle soit invariante par reparametrisation. 
Toutefois, I'enonce suivant, que nous transferons directement aux jets d'ordre quel- 
conque, est clair. 

Lemme Tout polynome P(j'*/) en le jet strict 

AK. f ( fl fl fll £H fW fi'^)\ 

J J ■— \ Jli J21 Jli J21 5 Jl 1 J2 I 
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d'ordre k ^ 1 d'une application holomorphe locale / = (/i, /2) : C — > qui est 
invariant par reparametrisation, i.e. qui appartient a VS^^j^, peut etre represente 
sous la forme : 

p(//) = E (/^)"^a(/2,A^A^A^,l,A?,l,l,•••,A^:i)' 



avec certains polynomes Va de poids m — a. Reciproquement, toute expression 
rationnelle de cette forme qui s'avere etre polynomiale en j'^f quand on simplifie 
numerateur et denominateur appartient a VS2^^. □ 

Ici, on considere comme precedemment Af^^ := [AJ i, f[], et on introduit 
generalement par recurrence A^^7j^^ := [A^^~^, f[\ pour 3 ^ A ^ 

Decrivons maintenant les polynomes P = P{j'^f) de VS'^^j,^ ecrits sous une telle 
forme rationnelle qui sont invariants par Taction de U2 (C) . Par definition, U • P = P, 
i.e. explicitement : 

p(/{, f2+uf[ji f^+ufi...j[-\ f^'-^+ufi-^) = p(r/), 

pour tout u e CDe maniere equivalente, 

^^P{f[,f^ + uf[, fl f^ + uf^,..., ft^ , ft^ + u ft^) ^ 0, 
ce qui revient a dire que P est annule identiquement par le champ de vecteurs 



i.e. que Ton a : = U_P. On constate ensuite immediatement que : 

U . A-'^ = (/f + u /D - /f ^ {f^-^ + u = A"'^ 

i.e. : = U_A"''^, d'ou nous deduisons : 

U•A' = A^ U-A^ = Af, U-Aj^i = Aj^i, U • A^^^^^ = Aj^^, etc. 

En appliquant done cette derivation W a la representation rationnelle d'un polynome 
quelconque P{j'^f) E T>S 2^,1 obtenue a I'instant, nous voyons que I'equation = 
W P est satisfaite si et seulement si chaque Va est independant de Nous pouvons 
done resumer comme suit le resultat obtenu. 

Lemme Tout polynome P'^''"''' {j" f) qui est invariant par reparametrisation et qui 
est invariant par rapport a V action unipotente de U2(C) peut etre represente sous 
la forme : 
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avec certains polyndmes p^xmv poids m — a. Reciproquement, toute expression 

rationnelle de cette forme, si elle s'avere etre polynomiale en j'^f quandon simplifie 
numerateur et denominateur, appartient necessairement a T>S2^^ et constitue un bi- 
invariant veritable. □ 



En revenant a present aux jets d'ordre 4, utilisons la relation 

= f[f[ - 3 A^^i + 5 A? 

pour eliminer toutes les puissances de A^ qui sont superieures ou egales a 2 dans 
chaque polynome T^^xmv gj. j-^organisons le tout en puissances de f[. Nous obtenons 
ainsi une nouvelle representation : 

p2xinv(^.4^) = (/O'^fsf (A^A^,l,M8)+Af7^r'"^(A^AI,l,M8) 

avec certains polynomes Q^^™^ de poids m — a et 7^2 xmv poids m — 5 — a. 

Maintenant, c'est un fait remarquable qu'une telle representation (dans laque- 
Ue on a tenu compte de I'ideal des relations entre f[, A'^, Af, A{ ^ et Af^) doit 
necessairement ne faire apparaitre que des puissances positives de f[, et done etre 
automatiquement polynomiale : nous Taffirmons. 

En effet, si tel n'etait pas le cas, en prenant pour a I'exposant le plus negatif tel 
que T'^^'^^+Af 7?.^^™^ ^ et en chassant le denominateur nous obtiendrions 
une equation de la forme 

qui s'annulerait lorsque f[ est egale a zero, circonstance qui est exclue par le lemme 
suivant. 

Lemme Etant donne deux polyndmes quelconques QetTZde trois variables com- 
plexes, I'identite: 



= Q(A3, Aj^i, M^) + A^ n{K\ Kl^, M') 



fi=o 



est identiquement satisfaite dans C , /" , f!^ , f"' , f"' , fi" , /2 "] . lorsque f[ est ega- 
le a zero, si et seulement si QetTZ sont identiquement nuls. 

Preuve. Developpons en effet tout d'abord cette identite suivant les puissances de 



k>0 



/(=0 
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la somme etant bien entendu finie. Lorsque f[ — 0, les expressions : 



l/(=0 ~ •'l-'2' 

A?l^,=o = 3(/r/2)/r, 
Ai,il,!=o = -i5(/M/r/f, 
^,=0 = ^(fi"f2)(fif2) - mif2 - fif2)(fif2) - 5(/r/2)(/r/2)- 



M' 



montrent que I , est algebriquementindependant des trois polynomes I , , 
A? L, A^ 1 1 Nous en deduisons que 

O^Q,(A^Ay +A^7^,(A^Ay 

pour tout /c. L'enonce suivant permet alors de conclure. □ 
Lemme L'identite polynomiale : 

0^5(A^Ay +A?T(A^Ay 

est satisfaite si et seulement si S = T = 0. 



Preuve. Pour simplifier, introduisons les deux variables algebriquement indepen- 
dantes x :— — /l'/2 et y :— f1, de telle sorte que 

A'^ I /(=o ^ ^' ^1 1 =0 = 3 A[_i I = 15 y^x. 

En developpant 5 et T en serie de monomes et en regroupant les termes selon les 
puissances de y, on obtient une identite : 

^ y'' (E. 15' s« x'^^-') + 3 ?/^'+^ (e. 15' t« 

qui se deploie necessairement en deux collections d'identites : 

= Efc 15' s,, et = Efc 15' t« 

indexees par /, lesquelles impliquent enfin manifestement I'annulation de tous les 
coefficients s^; et t^;. □ 
Ainsi le lemme implique que + Af 7^^^™^ = 0, contradiction. Done en 

conclusion, I'expression obtenue : 

p2xinv^^-4y.^ ^ ^ [sf''^^ (A^, AJ^, M^) + A^ 7ef'°" (A^, AJ^, M^) 
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ne fait intervenir que des puissances positives de f[ : c'est done un vrai polynome, 
et tout polynome de cette sorte est manifestement invariant par reparametrisation et 
par rapport a Taction de U2(C). Le theoreme est demontre. □ 

Remarque sur le degre de transcendance. Observons au passage que les quatre 
polynomes fondamentaux f[, A"\ et JVP, dont les puissances apparaissent de 
maniere quelconque dans P^^™^(i^/), sont en fait algebriquement independants 
(heureusement!). En effet, en partant des expressions completes : 

f[ = f[ 
A3 = 

All = A^'^ f[f[ + 4 A^-^ f[f[ - 10 A^-^ /(/r + 15 A^'^ 
= 3 A''"" Ai'2 + 12 A2'3 A^'^ - 5 A^'^ A^'^, 

si nous introduisons la combinaison algebrique : 

All A' 



M« := - 3 



fin 



5 A^'3 A^'2 + 30 A^'^ A^'2 ^ - 45 A^'^ A 



Jl ^ r A 1,2 A 1,2 Jl 



fi fi fi 

nous voyons immediatement que f[, A^, Aj^ et sont algebriquement indepen- 
dants, puisque leur expression, de type triangulaire dans les variables de jets, fait 
successivement apparaitre f[, f'{, f'{' et f'{". 

Lemme Au dessus de C \_f[ , /a, /{', /2 , /{", /2 fi"^ /2 "] > degre de transcendance 
du corps engendre par les cinq bi-invariants f[, A^, A^ Aj et est egal a 4, 
tandis que celui du corps engendre par les neuf invariants f{, f^, A^, Af, A2, Aj 2, 

Al,2' A2,2 ^8'^^ ^ ^^ 



§7. Jets d'ordre 5 en dimension 2 

Ideal des relations. Nous pouvons done maintenant poursuivre notre etude des 
polynomes invariants par reparametrisation au niveau des jets d'ordre k = 5. A cet 
etage, parmi les ving-cinq invariants que nous avons calcules et normalises dans la 
Section 4, onze d'entre eux sont bi-invariants de maniere evidente, a savoir ceux 
qui ne comportent que des "(Oi" en indice inferieur : 

n, A^ Al Al, M\ Al^„ Mf, K^, Hl\ F^. 

Sachant que nous avons deja systematiquement tenu compte de I'identite de Jacobi 
toutes les fois qu'elle nous permettait de reduire le nombre d'invariants independants 
qui doivent etre envisages, 1' ideal des relations qui existe entre nos bi-invariants 



896 



Joel Merker 



est alors maintenant construit en ecrivant methodiquement les C| = 10 relations 
(Vlcki) que Ton peut former en selectionnant trois colonnes abitraires de la ma- 
trice : 

Df[ DA^ DA^ DA^i DM« ' 

et aussi les C| = 5 relations (Vlck2) du deuxieme type associees a chaque choix de 
quatre colonnes de cette meme matrice, ce qui nous donne : 

I f[ [A^ Al] + 5 A^ [f[, A'] + 3 A3 [A^, f[] , 
i f[ [A^ AIJ + 7 AI,, [f[, A'] + 3 A3 [A^,,, /^] , 
0Mf[ [A\ M«] + 8M« [/(, A3] + 3 A3 [M^ /(] , 

0i/aAUli]+7Ali [/(,A^]+5A^ [Al,f[], 
i [A^ M«] + 8 M« [/{ , A^ + 5 Al [M«, /{] , 
i /^ [Al, M«] + 8 M« [f[, Al] + 7Al [M«, /{] , 

i 3A3 [Al Al,,] +7AI,, [A3, A?] +5A^ [A^,,, A3], 
i 3 A3 [Al M«] + 8 M« [A3, Af] + 5 A^ [M«, A3] , 
i 3 A3 [A^^i, M^] + SM^ [A3, A^,,] + 7 Al [M\ A'] , 
i 5 Af [Al, M«] + 8M« [A^, AjJ + 7Al,, [M^ Af] , 

I [/{, A3] . [Al Al] + [Al, /^] . [A^ A3] + [A3, AlJ • [A^ /^] , 
i [/(, A3] . [A^ M«] + [M«, /{] . [A^ A3] + [A3, M«] ■ [A^ f[], 
1' [fl A3] . [Al,„ M«] + [M«, /{] . [Al, A3] + [A3, M«] • [Al, f[], 
Oi' [/{, Al] . [Al, M«] + [M\ f[] . [Al, Al] + [Al M«] • [AI,„ f[], 

1' [A3, Al] . [Al, M«] + [M\ A3] . [Al„ A^] + [A^ M«] ■ [Al, A']. 

Denombrement des syzygies completes. L'ideal complet des relations (Vlcki) et 
(Vlck2) existant entre les ving-cinq invariants comporte : 

Cl + C^^ 84+ 126 = 210, 

relations que nous avons patiemment developpees sur treize pages manuscrites, 
mais que nous renonfons a recopier dans ce fichier ETgX, pour la simple raison 
qu'il suffit, comme nous I'avons argumente, d'etudier seulement les bi-invariants. 
Sur les 15 signes "=" donnant les syzygies qui existent entre les bi-invariants, nous 
conservons, pour memoire, la numerotation de nos 84 + 126 equations manuscrites. 
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Enonce. Void maintenant I'enonce que nous devrions attendre comme constituant 
notre deuxieme resultat principal. 

Theoreme Pour les jets d'ordre 5 en dimension 2, tout bi-invariant de poids m, 
p2xmv (^j^f^^ s'exprime polynomialement enfonction de onze polynomes fon- 

damentaux : 







All 






Ml'' 


Hi'' 


1,1 
^1,1 



qui sont donnes explicitement enfonction de j^f par les formules calculees a la 
Section 4, et dont V ideal des relations est constitue des quinze equations de degre 
^ 3 suivantes : 



i -/{/{M^ -5A^A^ + 3A3a[i, 
o'i-fXMl'^-rAlAl. + SA'Al,^,, 
i -f[ N^^ - 8 A^ M« + 3 A=^ M^°, 
0'i-f[f[Kll-7Al,IV,^, + 5AlAl,^„ 
i -/( Hl^ - 8 Al, M^ + bA\ Ml'', 
0M-f[Fll-8M'Al,^, + 7AlMl'', 



i -3 A^ Kll - 7 Al^ M^ + 5Al Ml'', 
oM-SA^Hl'^-SfiM^M^ + BAlN^^, 
i -3 A^ -Sf[M' Ml' + 7 Al, N'^ , 
i -5 A? Fl^, -8f[M' Kll + 7 A^ Hl\ 

^%A\Kll + M'Al,^,-Al,Ml\ 
1' A\ Hi"" + f[ M^ Ml" - Al^ 
1' Al Fl\ + f[ Ml'' Ml" - Al,^, A^l^ 
0%AlFl', + f[Ml''Kll-Al,Hl\ 
1' M« Fll + N^' Kll - Hl\ 

Par souci de ne pas alourdir exagerement I'enonce de ce theoreme nous repous- 
sons a la Section 8 I'enonce precis qui donne les sommes directes de representations 
irreductibles de Schur permettant d'entreprendre un calcul de caracteristique d'Euler. 
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L' action des matrices de la forme : 




faisant "renaitre par polarisation" les 14 invariants qui ne sont pas bi-invariants, 
nous pouvons en deduire une description partielle, mais suffisante pour notre objec- 
tif, de VSl 

CoroUaire Tout polyndme P{j^fi,j^f2) invariant par reparametrisation s'exprime 
polynomialement en fonction de vingt-cinq invariants fondamentaux: 



fi r. A' Al Al Al, 


Al,2 


A2,2 




a9 a9 a9 
-''-1,1,1 -''-1,2,1 ^'2,1,2 


^'2,2,2 


Ml' 


Ml' 




1^12 
-"-1,2 


-"-2,1 


Kll 


Hl^ 


pl6 


pl6 
^1,2 


^2,2 



qui sont donnes par les formules explicites normalisees : 

A3 



A? 
AL 



A 



1,2 



A^'4 fU^ + 4 A2'3 flf^ _ 5 Al'3 ^j.f, + ^ 15 ^1,2 ^njn 

3 Ai'2 + 12 A2'3 A1'2 - 5 Ai'3 A^'^ 

- 4 AM + z^/;') - 7 AM 

- 16 a2'3(/^'/; + _ 28 a^.^ /;/^/-_ 

- 5 AM + y^/;") + 35 A^'3 (y./^.^ + i^'/;/- + i^i^'i-) 

-i05Ai'2/;w 



M 



10 .. 



[3 Ai'5 + 15 a2'4 a1'2 - 7 A^'^ A^'^ + 2 A^-S A^'^] f.- 

- [24 A^'^ A^'2 + 96 A^'^ A^'^ - 40 A^'^ A^'^] /f, 

jVi2 9 Ai.2 + 45 a2'4 a1'2 a1'2 - 45 A^'^ A^'^ A^'^- 

- 90 A^'3 A^'3 A^'^ + 40 A^'3 A^'^ A^'^, 

i^i2 _ ^1,5 ^1,3 ^ 25 A2'4 a1'3 - 7 - 56 A^'^ A^'^ - 112 A^-^ A^'^) + 



+ 



+ 



- 15 Ai'5 Ai>2 - 75 A2'4 Ai'2 + 65 A^-^ A^-^ + 110 A^'^ A^'^j + 
(-50A1'3A^'3) + 



/;'/; ( - 25 a^'^ a^'^ + 15 a^'* a^'2 + eo a^^^ a^-^) , 
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Hl^ := (l5 A^^s Ai.3 Ai,2 _,. 75 ^2,4 ^1,3 ^1.2 ^ 5 ^i,4 ^1,3 ^1.3^ 

+ 170 A2'3 Ai'3 - 24 Ai'4 A^'* A^-^ - 192 A^-^ A^-^ A^^^. 

- 384 A2.3 A2.3 Ai'2) /; + ( - 45 A^'^ A^^^ ai.2 _ 225 A^'^ A^-^ Ai'2+ 

+ 225 A^'* Ai'3 Ai'2 + 450 A^'^ A^-^ A^'^ _ 20O A^-^ A^'^ A^^^^ /f, 

Fl^ := ( - 3 A^'^ Ai'4 Ai'2 - 15 A^'^ A^'^ A^'^ _ 12 A^'^ A^'^ Ai'2+ 

+ 40 A^'^ A^'^ A^^^ - 60 A^'^ A^^^ A^-^ + 200 A^^^ A^^^ A^'^- 

- 49 Ai'4 Ai'4 Ai^3 _ A^^^ ^2.3 ^1,3 _ 904 ^2.3 ^2,3 ^1.3^ 

+ ( - 105 A^'^ Ai'3 Ai'2 _ 525 A^-* A^'^ A^'^ + 205 A^-^ A^-^ A^^^. 

- 230 A2'3 Ai'3 Ai'3 + 96 A^'^ A^'^ A^'^ + 768 A^-^ A^^^ A1.2+ 

+ 1536 A2-3A2^3^i-2^ (/,"/; + /;/;)+ 

+ ( - 200 Ai'3 A'-^ Ai'3) + /;/;") + 

+ (315 A^'^ A^^^ Ai.2 ^ 1575 A2.4 a1^2 ^1,2 _ -^575 ^14 ^1,3 ^i.2_ 

- 3150 A2'3 A^'^ A^'^ + 1400 A^'^ A^'^ A^'^) /f 
ou les indices i, j et k appartiennent a {1,2}. 

Remarque. Ce deuxieme theoreme ainsi que son coroUaire doivent etre restreints a 
la sous-algebre engendree par les crochets, laquelle s'organise de maniere coherente 
(lEl) pour former un sous-fibre du fibre des jets de Demailly-Semple au-dessus 
d'une surface projective algebrique complexe X"^ C Ps^C). Nous montrerons en 
effet a la fin de cette Section 7 que des les jets d'ordre k = 5, il existe des in- 
variants fondamentaux supplementaires qui ne sont pas obtenus par crochets, et 
qui s'ajoutent aux nombreux invariants qui apparaissent deja dans les deux enonces 
precedents ; de plus, il pourrait exister une infinite d'invariants par reparametrisation 
ainsi que de bi-invariants qui sont fondamentaux, ce qui contredirait a fortiori 
la presomption informelle d'apres laquelle les invariants formes par crochets en- 
gendrent VS^. Ce phenomene est d'autant plus troublant qu'au niveau k = A, 
comme nous I'avons demontre, tous les invariants sont engendres par crochets. 
Peut-etre existe-il des liens mathematiques profonds entre ce phenomene inattendu 
et le fait que d = 5 soit aussi le seuil critique optimal attendu pour la Kobayashi- 
hyperbolicite des surfaces generiques X"^ C Psi^C). L'avenir le dira. 

Strategie. Insistons sur le fait que la strategic de demonstration que nous allons 
entreprendre afin de tenter d'etablir, comme au niveau /t = 4, que seuls les invari- 
ants formes par crochets existent, aurait necessairement d aboutir si I'algebre des 
(bi)invariants engendres par crochet avait a priori coincide avec I'algebre complete 
des invariants de Demailly-Semple : ce fait sera argumente apres la fin de nos 
raisonnements. Ce n'est done pas cette strategie qui est en cause, mais la realite 
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mathematique, et meme si cette derniere contredit parfois nos attentes, il nous faut 
bien admettre et reconnaitre que c'est elle, et seulement elle qui agit en maitre, 
partout et toujours. Et puisque cette realite precede d'une certaine maniere dans ses 
grandes lignes I'exploration et la recherche, notamment lorsqu'il s'agit de struc- 
tures algebriques, nous n'aurions jamais pu aboutir a une telle conclusion negative 
sans entreprendre de considerables efforts de calcul. C'est pourquoi nous convions 
maintenant notre lecteur a decouvrir comment nous comptons generaliser au niveau 
K = 5 notre demonstration qui etait valable pour les jets d'ordre 4, avant de devoiler 
les interstices dans lesquelles s'insinuent de nombreux invariants fondamentaux 
supplementaires (peut-etre une infinite) qui ne sont pas engendres par crochets. 

Demonstration du second theoreme. Partons de 1' expression rationnelle que nous 
avons obtenue pour tout polynome bi-invariant 

5^ (/^)'^Pa(A^A^A^,l,AUl), 

expression dans laquelle entrent des puissances negatives de f[. Le raisonnement 
que nous avons elabore pour les jets d'ordre 4 va se generaliser ici, au prix d'une 
complication supplementaire mais inevitable, parce que le recours aux bases de 
Grobner est en general incontournable pour les ideaux de polynomes a plusieurs 
variables qui ne sont pas principaux. 

8 10 13 15 

Ghost rationality. Observons que les six premieres syzygies "=", "=", "=", "=", 

18 25 

"=" et "=" entre nos onze bi-invariants fondamentaux font apparaitre en premiere 
place les six bi-invariants M^, ^ ^, Ml^, N^"^, Kl\, Hl^ et Fl\ que nous connais- 
sons deja, mais qui sont invisibles dans le developpement en puissances positives 
et negatives de /{ que nous venons de rappeler a I'instant, ce dernier ne consti- 
tuant que la toute premiere etape de la demonstration. Interpretons done ces six 
bi-invariants en les qualifiant intuitivement de "termes fantomes" "caches" derriere 
f[ ou derriere f'if[- Heuristiquement parlant, ce pourrait tout a fait etre parce que0, 
dans toute expression purement polynomiale en nos onze bi-invariants vers laquelle 
se dirige notre demonstration : 

V{fl A^ A?, Al,„ M^ A?,,,„ Ml\ Hl\ F^^) , 

Ton peut remplacer ces six bi-invariants speciaux par leur expression rationnelle en 



^ (et meme, "ce devrait tres vraisemblablement etre parce que. . . ", si nous avions deja acheve la 
demonstration de notre deuxieme theoreme!) 
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fonction seulement de A^, de A^, de A[^ et de Af 



1,1,1 • 



SA^Aj^i -SA^Af 



Ml 



N 



10 



12 



fifi 

3A3A9^^,-7AfAl^, 
fifi 

-45A3Af Aj^i + 40Af AfAf 



12 



fififi 

5AfA9,,,-7Al,,Al,, 



1,1 



fifi 

-24 A=^ Al l Ki + 5 A^ Af Aj^^ + 15 A=^ A^ A^ ^ ^ 



'14 



fif[f[ 




-3 A3 AJ,, A?,,,, + 40 Af Af A^^,! - 49 Af Aj,, Aj,, 



fififi 



ce qui impose manifestement des divisions par f[f[ ou par f[f[f[, ce pourrait done 
bien etre, disions-nous, pour cette seule et simple raison que notre representation 
initiale, (trop) facile a obtenir, d'un bi-invariant sous la forme 



faisait inevitablement apparaitre des puissances negatives de f[. Et pour eliminer 
ces denominateurs, rien d' autre ne s'offrirait a nous que d'injecter les six bi-inva- 
riants fantdmes dans V expression rationnelle initiale. Voila: nous avons devoile 
une nouvelle idee essentielle qui s'averera pertinente et efficiente pour I'etude des 
invariants de Demailly-Semple a un ordre quelconque. 

Elimination des puissances negatives de f[. En effet, rappelons-nous tout d'abord 
que dans le cas des jets d'ordre 4, apres avoir injecte le seul bi-invariant "fantome" 
existant, a savoir M^, nous sommes parvenus a eliminer les puissances negatives de 
f[ grace a une normalisation prealable de tout polynome V — V{h?, Af , A]^ j^, M^) 
sous la forme ^(A^, K\^^, M^) + K\n[A?, K[^^, M^) , ce qui etait fort elementaire, 
sachant que 1' ideal des relations est principal (la theorie des bases de Grobner est 
vide dans ce cas), la fin de 1' argument reposant seulement sur le fait que lorsqu'on 
pose f[ = 0, aucune relation polynomiale non triviale du type 



ne peut etre satisfaite. 

Observation generale cruciale et poursuite de la demonstration. Aussi est-ce 
seulement V ideal des relations entre les bi-invariants restreints a I'hypersurface 



(/^)'^^a(A^ALAll,AUl) 



0= Q{A^,AlM^)+Aln{A^AlM^) 



f[=o 
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{f[ = 0} qui semble compter. L'enjeu, ici, apres avoir injecte les six bi-invariants 
fantomes M^, Ml^, N^"^, -^Pi' Hl'^ et Fl\ qui etaient caches derriere des puissances 
positives de f[, ce qui nous donne aisement une expression generale du type : 

E (/O" Va (A^ A?, Al,i, M\ A?,,,,, Ml\ K^, Hl\ F/j) , 

— |m^o^m 

dans laquelle nous supposerons, puisque nous perdons tout controle apres injection 
des six bi-invariants supplementaires, que les nouveaux polynomes Va sont arbi- 
traires de poids m — a, l'enjeu alors semble etre de parvenir a produire une ecriture 
normalisee en fonction des syzygies pour representer de maniere unique tout 
polyndme V de cette espece, defagon d ce que toute identite du type : 



= Ecriture unique | P(A^ A^, . . . , fH) 



implique que le polynome V est en fait identiquement nul. Alors 1' argument d'eli- 
mination de la puissance maximalement negative de f[, le tout suivi de la restriction 
a {/{ = 0}, cet argument que nous avions utilise avec succes pour les jets d'ordre 

4 fonctionnera a nouveau ici sans modification, et une recurrence immediate mon- 
trera, comme pour les jets d'ordre 4, que les puissances negatives de f[ n'existent 
pas, ce que nous desirions obtenir pour achever la demonstration du theoreme. 

Deux remarques pour mettre un terme a ces considerations heuristiques des- 
tinees seulement a devoiler nettement nos idees en usant du langage speculatif qui 
nous a servi de guide pour les elaborer. Premierement, il est clair que ce plan de 
demonstration doit fonctionner en toute generalite pour des jets d'ordre quelconque 
K ^ 4, et nous montrerons en temps voulu qu'il fonctionne aussi en dimension 
1/^3. Ensuite, notons — puisqu'il est de I'essence des mathematiques d'etre 
"truffees d'obstacles" — que le saut en difficulte, lorsqu'on passe des jets d'ordre 
4 aux jets d'ordre 5, est presque trop considerable pour une intuition de generalite 
habituee aux recurrences regulieres et aux combinatoires qui devoilent progressive- 
ment leurs structures : on passe en effet brutalement de une syzygie a quinze, et 
meme de neuf a deux cents dix, pour ce qui conceme les invariants complets ; 
comment alors ne pas eprouver le sentiment que la complexite algebrique de ce 
probleme explose trop rapidement? 

Restriction des syzygies. Poser f[ = 0, comme nous devons maintenant le faire. 
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nous donne les 15 equations reduites : 



= 
= 
= 
= 
= 
= 



-5Af Af + 3A3 Aji 



-7Af AIi + 3A3 A?i 



/;=o 

1 



10 



-8 A? M» + 3A'^M; 



f[=o 



-8A{iM^ + 5Af M; 



10 



f[=o 



8M^ A?ii + 7A(iAf- 



10 



= 

= 

= 

= 



-3 Kll - 7 Aj 1 + 5 A? 

-3A^F^^^ + 7A[iiV^2 
-5 Al F^', + 7 Al, Hi' 



fi=o 



/;=o 

/(=o' 



= Al Kll + A? 11 - A[i 

0=A5/7l4_^7^^12 

= A^ Fll - A? 11 A^^2 
= Al,iFfi-A?,i,iifi- 



/;=o 



/;=o 



= M« Fi^l + iVi2 ^12 _ ^10 ^14 



Base de Grobner. En choisissant I'ordre purement lexicographique ([IJ) sur les 
monomes de C , A^, . . . , Hl"^^ F/i] qui est deduit de I'ordre suivant sur les mono- 
mes elementaires restreints : 



A^ > AJ > A{ 1 > M« > A^ 1 1 > Ml" > N'' > K^^ > Hi'' > F/'J, 

(nous sous-entendons ici la mention "(■) | f[=o"). Maple nous donne la base de Grob- 
ner reduite suivante pour 1' ideal complet des syzygies entre nos dix invariants re- 
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streints a {/( = 0}, laquelle est constituee de 21 equations : 







-12 ttU 



rl2 TpW 



fi=o 

10 iriie 



= -56 Kl^i HI* + 5 Ml'' F{^^ 

3 



/{=0 



= -8 iV^^ Kll + Ml" HI 

4 



rlO ttU 



fi=0 







-7 N^^ kI\ + M^ fI\ 



fi=o 

5 Mi^° N^^ + 8M^ hI^ 



-5 mI^ mI^ + 64 M^ Kll 



fi=o 
/(=o' 







-Alia + al Fia 



f[=o 

9 



/;=o 







7 1^12 



f[=0 



= -8M^ A?ii + 7A^iM; 



12 



/{=0 







-AliiVi2 + AfF^4 



13 



Oii -M^ Al^^^ + 7AIKI^^ 
0i-8AliM* + 5Af Mi^° 



5 7^12 



15 



= -7Al,iAl,i + 5A?A?,i 



5 a9 



fi=0 

fi=o' 



16 



= -7 Al ^ N'^^ + 3 A-" Fl\ 



3 Z7l6 



17 



= -5Af A^^2 _^3A^i7{ 



3 ul4 



0i-A7^M8 + 3A3 Kll 

19 



ii -8Af + 3A^ Afi' 

20 



,3 A /IO 







21 



7Af Aji + 3A^ A^ii 



3 a9 



/(=0 



Oii -5Af Af + 3A^ A( ^ 



3 a7 



toutes deduites de nos 15 syzygies restreintes a { f[ = 0}, et dont I'ensemble recelle 
une combinatoire d'une simplicite inattendue qui va se devoiler a nous dans un 
instant. Nous avons souligne les monomes de tete pour en extraire 1' ideal monomial 
associe (voir infra). 

Bien que cette base de Grobner nous ait ete procuree par Maple, il n'est pas 
necessaire que nous nous en remettions au calcul formel electronique pour assurer 
la rigueur du resultat, puisqu'il est ici tres aise de verifier : 



□ que ces 21 equations sont effectivement consequence de nos quinze syzygies 
reduites ; 

□ que ces 21 equations forment effectivement une base de Grobner. 

Le premier point se verifie sans difficulte ; le paragraphe ci-dessous oil nous 
donnons I'expression des bi-invariants restreints a {f[ = 0} permet d'ailleurs de 
proceder tres rapidement. Pour ce qui est du deuxieme point, il nous suffit d'appli- 
quer I'un des nombreux criteres caracterisant les bases de Grobner ([[0), d'apres 
lequel chaque S-polynome entre deux equations quelconques doit appartenir a I'i- 
deal engendre par les 21 polynomes, et a cette fin, la tache de calcul manuel est 
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miraculeusement facilitee par le fait que chacune de ces 21 equations ne comporte 

que deux termes, avec a chaque fois un signe "— " et un signe "+", ces deux termes 
etant chacun monomiaux et qui plus est, de degre deux, ce qui fait que chaque S- 
polyndme entre deux equations ne possede encore que deux termes monomiaux. Par 

20 21 

exemple, si on elimine les monomes de tete entre "=" et "=" en multipliant par des 
monomes appropries et en soustrayant : 



^ ( - 7 Kl, + 3 , J • Kl, - ( - 5 + 3 A^,,) • A^,,,, 
^-7A^Al,,Al,, + 5A^A?A?,i,„ 



on constate que le S-polynome obtenu appartient bien a notre ideal, puisqu'il coi'nci- 

15 

de avec I'equation "=" multipliee par Af . Les 209 autres S-polynomes restants se 
traitent de la meme maniere, a la main, en moins de deux heures, apres epuration 
prealable des notations. 

Expression des bi-invariants restreints a {f[ — 0}. Mais avant de poursuivre, il 
est instructif d'ecrire, d' examiner et de commenter la liste de nos onze bi-invariants 
restreints : 



/ilo 

A?lo 
Alilo 



^1 lo 



= 0, 



-fir, =: AJ■^ 



12 A 



^'=^Aj'2-5Aj'^Ai'3^ 



-io5Aj'Vr/r/r 



96 Aq'^ Aq'^ 



40 A^'^ Aj'^ 



+45A^'^Aj'^Aj'^-45ArArAi'^- 
- 90 Ao'^ Ao'^ Ao'' + 40 Aq'^ Aq'^ Ao'^ 
15 Aj'^ Aj'^ + 60 Af - 25 AJ'=^ AJ'^] fifl 

- 45 Aj'^ A^'' A^'' - 225 A^'^ AJ'' AJ'' + 225 AJ'^ A^'^ A^''+ 

+ 450 A^'^ Aj'=^ Aj'' - 200 A^'^ A^'^ A^'^l 



-^1,110 



315A-'AJ^^AJ^^ 



1575 A^'^ Aj'^ Aj'^ - 1575 A^''^ AJ''^ AJ'^- 



3150 A^'^ A^'" A^'" + 1400 A^'" A^'^ A^'" fifl 



A 1,2 



1,3 A 1,3 A 1,3 



Divisions wronskiennes. En comparant la deuxieme et la troisieme equation, nous 
obtenons par exemple = — | ^jj^, et aussi /('/(' = ^ si Ton compare la 
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deuxieme et la quatrieme ligne, et en poursuivant ces observations, nous pouvons 
ecrire : 

A3 1 



0' 

lo' 



a7 I _ 5 AfloAflo 
^^1,1 lo ~ 3 A3|o ' 



lO' 



9 I _ 7 AfloALlo _ 35 Aflo Af|i, Af|o 



A" 

1,1,1 



3 A3|o 9 Aa|oA3|o 



101 _ 8 M%Al\o 



3 A3|o 



0' 



T^12\ _ 1 ^'loAlilo _ 5 m8|o AfloAflo 
-^l.llo — 3 A^l^ — 9 A3|oA3|o ' 

ttU\ _ 5 A^'^loAflo 
-"l lo ~ 3 A3|o ' 

pl6 I _ 7 Al,i|oAri2|o _ 35 Af |o Af jo Afi^|o 
-^l,llo 3 A3|o 9 A3|oA3|o ' 

ou nous soulignons quatre bi-invariants restreints qui apparaissent fondamentaux, 
a savoir A^|q, ^i|o' M!.|o ^^^^lo' puisque les six autres s'expriment en fonc- 
tion d'eux, apres restriction a {f[ = 0}, lorsqu'on autorise a diviser par le wron- 
skien. Un examen immediat de 1' expression complete de ces quatre bi-invariants re- 
streints fondamentaux A^|q, |g, M^ |^ et N^\q montre qu'ils sont algebriquement 
independants, puisqu'ils incorporent successivement f", f'{', f'{" et /{"". Cette 
independance mutuelle resservira ulterieurement. 

Triangle harmonieux des monomes de tete. Comme nous le constatons en exami- 
nant notre base de Grobner, les 21 binomes de tete s'organisent, lorsqu'on les range 
par ordre (lexicographique) croissant, en un triangle remarquable : 

K^Kl^ >A'A?ii >A'Mio >A3Ki2 >a3//14 >a3^i6 

>AfA?\'i > K\Ml^ > KlKi\ > X\Hl^ > K\Fl\ 

>Kl,Ml' >AhKll >Xl,Hl' >KiFll 

> Kl\ > Hl'^ > Fl\ 

>M^"Hl^ >MY'Fl\ 

(on sous-entend la mention "|o" dans ce diagramme) dans lequel nous reconnais- 



rio 



0' 



sons, a la place des colonnes, les six bi-invariants restreints A^^|p, A^ ^^^1^, Ml 
Kl^i\^, -H^i^Iq et -^/,i|q, qui s'expriment rationnellement en fonction des quatre bi- 
invariants restreints fondamentaux A^|q, Af |q, Mf.|o A[^|o- 
Normalisation modulo les syzygies restreintes. Nous pouvons maintenant enoncer 
et demontrer le lemme sur lequel repose la fin de la demonstration de notre second 
theoreme. 
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Lemme Tout polynome arbitraire en les dix bi-invariants restreints : 

V{K\ K\l, Al,^, M\ Ml\ Kill, ^I'lo' ^ulo) 

s 'ecrit de maniere unique, en tenant compte des 21 syzygies grobnerisees ci-dessus, 
sous la forme unique : 

V,{k\, M\, N'\)+Kl,l Qo(A?|„, Al,,|„, M\, N'\) + 

+ A?,i,i|Q7eo(AL^, M\, Kl^X iVi2|J +Afi"|„5o(M8|^, A?,i,^, Ml\, N^\) + 

+ Klll%{Kl,^,l, Mix Kill) + Hl\U,{Kl,^X ^"X Kill, Hl\) + 

+ -^1,i|o''^o(A?^1_i|q, -K'i,^i|o) -H'l^lo' -^i.ilo)' 

ou Vq, Qo, TZq, Sq, %, Uq et Vq sont des polyndmes absolument arbitraires en leurs 
quatre arguments, et pour preciser, toute relation du type : 

d = Vo + Alalo 2o + A?,i,ilo^o + Ml\S^ + Kll\jo + Hl\Uo + FH^Vo 

qui est identiquement satisfaite dans C [f!^, /a , f'l , fi", fT, f'l", f^'] 
qu 'on remplace les dix bi-invariants restreints par leur expression en fonction de 
j^f\ implique necessairement que les sept polyndmes Vo, Qo, T^, So, %, Uq et Vo 
s'annulent tous identiquement. 

Demonstration du lemme principal. D'apres la theorie elementaire des bases de 
Grobner, une base de I'espace vectoriel quotient 



C 



A^l^^, Af 1^^, . . . , Hl\ Fill / (21 syzygies restreintes) 



est constitutee de tous les monomes 

(a1o)"(a?Io)'(aI,Io)X^1o)'KmIo)X^"Io)'(^"Io)'' 

KiIo)'KIo)X^mIo)' 

qui n'appartiennent pas a I'ideal monomial engendre par les 21 monomes de tete 
que nous avons disposes en triangle, ou les exposants a, h, c, d, e, f, g, h, i.j G N 
sont des entiers positifs ou nuls. Or un tel monome appartient a cet ideal monomial 
si et seulement si il est divisible par I'un des 21 monomes de tete, ce qui revient a 
dire que le deca-indice 

(a, b, c, d, e, /, g, h, i, j) G 
appartient a la reunion des 21 sous-ensembles suivants de : 

{a ^ 1} n {c ^ 1} \J{a ^ 1} n {e ^ 1} |J{a 1} n {/ ^ 1} |J{a > 1} n {h 1} \J{a ^ 1} n {i ^ 1} IJ't'^ > 1} <^ {j > 1} 

\J{b ^ 1} n {e ^ 1} |J{6 ^i}n{f^i} \J{b ^i}n{h^ 1} \J{b ^ 1} n {i ^ 1} |J{6 ^ 1} n {j ^ 1} 
U{= ^ 1} n {/ > 1} U{= ^ 1} n {h ^ 1} U{c ^ 1} n 1} U{= ^ 1} " U ^ 1} 
\J{d ^ 1} n {h ^ 1} \J{d ^ 1} n {i ^ 1} U{<^ ^ 1} n O ^ 1} 
U{/ ^ 1} n {i ^ 1} U{/ ^ 1} n {j ^ 1} 
U{9 ^ 1} n id > 1} 
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Le calcul du complementaire de cet ensemble est aise, et il donne : 

{a = 0}U{c = e = f = h = i = j = 0}]f] 
{6 = 0}U{e = / = /i = ^=J = 0}]f| 
'{c = 0}U{f = h = i = j = 0}]f] 
'{d = 0}U{h = i=j = 0}]f] 
{/ = 0}U{i=i = 0}]fl 
"{5 = 0}U{j = 0}], 

ce qui se simplifie pour donner 7 composantes definies chacune par six equations : 

{0 = a = b = c = d = f = g}\J 
{0 = a = b = c = d= f =j}[j 

[0 = a = b = c = d = i=j}[J 

{0^a = b = c=h^i^j}[J 
{0 = a = b = f = h = t=j}\J 
{0 = a = e = f = h = i=j}\J 
{^0 = c = e = f = h = i=j}. 

(Incidemment, nous avons etabli que I'ideal des syzygies restreintes est une inter- 
section complete.) Par consequent, I'ensemble de tous les monomes qu'il nous reste 
dans I'espace quotient est constitue des sept listes suivantes : 

n (aUiIo)X^^"Io)'KIo)X^mIo)'' 

° (<mIo)X^"Io)'KIo)'KIo)^ 

□ (a?,mIo)X^"Io)'(^"Io)'(^mIo)'' 

□ (aI.iIo)X^^1o)'(<mIo)X^"Io)'' 

Cependant, puisque ces sept listes se recouvrent partiellement — par exemple : 
I'intersection de la premiere et de la deuxieme ligne est constitutee des monomes 
de la forme (A^ j^) (^Kl'^^\^) * (i/j^"' j^) * — , nous devons encore les reorganiser de 
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telle sorte qu'il n'y ait plus aucune intersection entre elles, et si nous designons ces 
listes par les septs lettres A, B, C, D, F et G, il nous suffit en fait tout simplement 
d'ecrire : 

A U B U C U D U E U F U G = A [J B\A IJ C\(A U B) [J D\(A U B U C) y E\(A U B U C U D) 

[J F\(A U B U C U D U E) [Jg\(A U B U C U D U E U G), 

ce qui nous donne immediatement la representation enoncee dans notre lemme, 

au moyen des sept polynomes arbitraires Vq, TZq, So, %, Uq et Vo dont les quatre 
arguments se differencient successivement d'une unite lorsqu'on saute une ligne (de 
la ligne 1 a la ligne 7), fait combinatoire aussi remarquable qu'imprevu et que nous 
aimerions voir se confirmer, se generaliser et se stabiliser lorsque nous etudierons 
les bi-invariants pour les jets d'ordre 6 — projet ambitieux s'il en est. 

Afin d'etablir la deuxieme assertion du lemme, supposons maintenant qu'une 
relation du type : 

= Vo + A-U, Qo + A?,i,ilo^o + MlXSo + Klll% + ^IX^o + Ffi|o Vo 

est identiquement satisfaite, et remplagons-y alors les six bi-invariants restreints non 
fondamentaux par leur expression en fonction de ceux qui sont fondamentaux, ce 
qui nous donne : 

I A°|o A'^lo A-;|o ^ / A°|oAf|o .,81 A^|oAf|o A^|o ^121 \ 
+ A3|oA3|o '^0\^ a3|q , Iq, A3I(,A3|o ' \o)^ 

Af IqM'^Io (, /,^8| Aj^|oA-;^|o Aj^lo Aj^loM^lp .,121 \ 
+ ^3,„ ^0[M lo. A3|oA3|o ' A3|o \o) + 

I A^IqA^IoM^Io ^ / A^loAfloA^lo AflpM^lo ,.12 I Af |o A^ |o |o \ , 
A3|oA3|o -^Oy A3|oA3|o ' A3|o ' -'^ lo' A3|oA3|o 

I A^lo JV^^Io jj / AfloAfloAflo ,.121 Af|oAf|oM^|o AJJoJV^\ 

A3|o '^O^^ A3|oA3|o ' -'^ lo' A3|oA3|o ' A3|o )^ 

AjjoAilojV^ V ^ A-;|oA^|oAf|o A°|oAf|oM«|o Af|ojV^"|o f4\oj4\oN^\ 
A3|oA3|o A3|oA3|o ' A3|oA3|o ' A^^; ' A3|oA3|o )■ 

Pour en deduire I'annulation de ces 7 polynomes Vq, Qo, TZq, Sq, %, Uq et Vo, si 
nous commengons par multiplier cette identite par le denominateur (A^|o)'' de son 
expression reduite, nous obtenons une identite de la forme : 

= {K^\YVo{A\ A^lo, M\ N^\) + (A^)''"' ■ reste polynomial, 

laquelle montre tout d'abord immediatement que le premier polynome Vq s'annule 
identiquement, puisque A'^ | Af M^\^ et A^^^ | sont algebriquement independants. 
Supprimons done Vq. Ensuite, en multipliantpar une puissance suffisamment elevee 
(A^Io)^ pour eliminer les puissances negatives de A^|o qui apparaissent dans Qo> 
"^0^ <5o, 7^, Wo et Vo, et en divisant le tout par le facteur A^|o present devant chacun 
des six polynomes restants, nous obtenons une identite de la forme : 

+ (A^Iq)''"^ • reste polynomial, 



0= (A\)^ KXQo + M\So + N^''\ 



Mo 
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d'ou nous deduisons I'annulation identique du polynome : 

0- (a^)''[a?|„S.(aS1„, . M\, N'\)+ 

, /\rl2l 7/ /^ AfloAfloAflo .rl2l Af|oAf|oM«|o AjjoiV^V 
^ lo^Oy A3|oA3|o ' lo' A3|oA3|o ' A3|o ) ■ 

Ensuite, si nous introduisons les developpement finis de ces trois polynomes : 

Qo{ti,t2,t3, t4) = E coefF • if 4 ii 5o(ti, t2, t3, ^4) = E coeff • if' 4' t( 4, 
Uo{ti, t2,t3, U) = E coeff • if if if if, 

nous en deduirons I'annulation de Qo> de »So et de Uq grace a 1' observation suivante. 
Assertion Les trois families de mondmes : 

(Ui) (A3|J'^-'"''-'^''-'''(A5|j'"''+'''''+'''(M\)^''(7Vi2|ji+^''+^'', 

ne contiennent aucune redondance, i.e. chaque mondme correspondand d un 
choix de (a, (5, 7, 5), ou de (a', 7', 5'), ou encore de {a", P", 7", 5") apparait 
une et une seule fois. 

En effet, nous verifions tout d' abord pour la premiere famille, que 1' auto-intersec- 
tion: 

Ij- Ij,- l + a + 2p ^l + a + 2p 7 = 7 5^5, 

est vide, c'est-a-dire implique a = a, P = P, j = 'y, S = S, puis de meme pour la 
deuxieme famille : 

;,-2/3'-7' = //-2^'-7', 3/3'+7' = 3^'+7', a'+Y^a'+V, 
et aussi pour la troisieme famille : 

H _ 2a" - 27" -6" = 11- 2a" - if - 5^', 3a" + 27" + 5" = 3a" + 2/ + ^", 

7" = /, /3" + 7" = r + 7"- 
Ensuite, des formules pour 1' intersection entre la premiere et la deuxieme famille : 

-P = -2/3' - 7', 1 + a + 2/3 = 3/3' + 7', 7 = 1 + + 7', 5 = 6', 
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decoule I'equation a — —7' — ^' — 1, impossible parce que I'exposant entier a doit 
imperativement etre ^ 0. De meme, 1' intersection entre la premiere et la troisieme 
famille : 



-P^ -2a" -2^-6", l+a+2(3^3a"+2Y+5", 7 = 7", S^l+(3"+Y, 



implique I'equation impossible a — —l — a" — 2y — S", et enfin aussi, 1' intersection 
entre la deuxieme et la troisieme famille : 

-2/3' - 7' = -2a" - 27" - S", 3(3' + 7' = 3a" + 27" + S", 

l + a' + 7' = 7", 5'^1 + P" + Y, 

d'ou decoule 7' = S" + 27", implique I'equation impossible a' = —1 — 7" — 6", ce 
qui demontre 1' assertion. □ 

Ainsi, nous pouvons supprimer Qq, Sq et Uq, et nous sommes ramenes a etudier 
I'identite restante, qui est du type : 

U=i^loJ [^llo'^ol^ A^lo ' lo' A^^luA^lo ' loj + 

,7.^81 rr- / AfloAfloAflo Kl\o M% ^121 Af|oAf|oM8|o \ 

, Arl2l ^; ( AfloAfloAflo Af|oAf|oM»|o Af|(,JVi^|o Af |o Af |o Afi^jp 
\q^^\ A3|oA3|o ' A3|oA3|o ' A3|o ' A3|oA3|o 

Assertion Les trois families de monomes : 

(V) (A3 IJ '^-^-'-0'-^'' (A5 IJ 3a'+/3'+2y I ^^^^ | ^^^^ 

(vi) {aX)^-'''''-'^''-''''-''\ai\/"''+'^''+'''+^^^^ 

ne contiennent aucune redondance, i.e. chaque mondme correspondand d un 
choix de (a, /3, 7, 5), ou de (a', /?', 7', 5'), cm encore de (ct", 7", 5") apparait 
une et une seule fois. 



En effet, il est tout d'abord facile de verifier que chacune des trois auto-intersec- 
tions est triviale. Ensuite, des formules pour 1' intersection entre la premiere et la 
deuxieme famille : 

q;+27 = 2a'+(3'+25\ l+2a+37 = 3a'+(3'+26\ (3 = l+l3'+6', 6 = 7', 

decoule I'equation 1 + a + 7 = a' dont nous nous servons pour remplacer a' dans la 
seconde equation, ce qui conduit a I'impossibilite = 2 + a + l3' + 26'. De meme, 
r intersection entre la premiere et la troisieme famille : 

a + 27 = 2a" + 2/3" + 7" + 26", 1 + 2a + 87 = 3a" + 2(3" + 7" + 26", 

(3 = (3", 5=1 + 7" + 6", 
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conduit a I'impossibilite = 2 + a + 2/3" + 7" + 25" en rempla§ant a" = 1 + a + j 
dans la seconde equation. Enfin, 1' intersection entre la deuxieme et la troisieme 
famille : 

2a' + f3' + 26' = 2a" + 2/?" + 7" + 26", 3a' + /?' + 26' = 3a" + 2(3" + 7" + 26", 

i + p' + 5' = p", y = i + y' + 5", 

conduit a a' = a", d'oia (3' + 26' = 2(3" + 7" + 25" , puis en reecrivant la troisieme 
equation et en y rempla9ant —(3'— 25' par —2/?"— 7"— 25", puis —(3" par — 1— /?'— 5' : 

1 = p" - (j' - 26' + 6' 
= (3" - 2(3" - 7" - 26" + 6' 
= -(3" - 7" - 26" + 6' 
= -\-0 -i' -26", 

equation tout aussi impossible que les deux precedentes. Ceci acheve la demonstra- 
tion de notre lemme principal. □ 
Syzygies completes et substitutions algebriques. Nous parvenons enfin a la demie- 
re etape de la demonstration de notre second theoreme. Soit P^^™^(j^/) un bi- 
invariant quelconque, et reprenons son developpement en puissances positives et 
negatives de /{ : 

p2xi„v ^ ^ (/o"P4A^A^A^,,,M^A?,,,,,Mi^A^l^Kg,/7^^F,lj), 

— ^'m<a<m 

5 ^ ^ 

que nous avions obtenu pour le representer en injectant (artificiellement) les six bi- 
invariants fantomes dans une expression initiale qui ne montrait que A^, Af , A^ ^ et 
^xix- Choisissons I'exposant a maximalement negatif et examinons le polynome : 

(A^ A^ kl,, M\ Al,^„ , A^l^ Kll, FH) . 

Notre base de Grobner pour les bi-invariants restreints est obtenue a partir de nos 
15 syzygies fondamentales restreintes, et ce au moyen d'un certain nombre d'opera- 
tions algebriques elementaires : multiplication et addition d'equations, calcul de S- 
polynomes et divisions euclidiennes subsequentes, operations autorisees dans toute 
structure d' ideal algebrique. II en decoule que les memes operations qui produisent 
les 21 equations normalisees satisfaites sur {/{ = 0} peuvent aussi etre conduites 
sans poser f[ = 0, et alors elles produisent, a partir des 15 syzygies completes, la 
meme liste de 21 equations dans laquelle chaque identite "0 =" doit etre remplace 
par "0(/{) =", le terme 0(/{) designant un reste, variable selon le contexte, qui 
depend a priori de tous les onze bi-invariant^ et qui s'annule lorsqu'on fait f[ = 

^ Ici, le raisonnement fonctionne seulement si I'algebre complete des bi-invariant doit coincider 
a priori avec I'algebre engendree par crochets : sous cette condition, le reste derriere /{ doit alors 
necessairement etre fonction des onze bi-invariants. Toutefois, nous allons voir dans un instant 
que de nouveaux bi-invariants fondamentaux "fantomes" se cachent derriere /{, exactement comme 
nous avions interprete ^ ^, Ml'^, N^"^, Kl\, Hl'^ et F^^, ces nouveaux bi-invariants n'etant pas 
construits par crochet. 
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0, c'est-a-dire qui est multiple de f[. Par consequent, si nous appliquons a Va 

la meme normalisation modulo les syzygies que dans le lemme principal (ce qui 
revient a substituer toutes les occurences des monomes de tete), mais sans prendre 
la restriction a {/( = 0}, nous obtenons une expression du meme type, et ce, avec 
un reste : 

Va = Va{A\ Al M^ N'^) + A[i Qa{Al, Al„ M\ N^^) + 

+ ^S^a(AlM, Ml\ Kll) + Hl''Ua{Al^,, iV^^ K^, Hl') + 
+ Fl',V{Al,^,,KllHl\Fll) + 

+ /( reste(/( , A■^ A^A^, M^ A^^,, M^°, N^^ Kl% Hl\ F^l) , 

a priori non controle, mais qui est heureusement repousse dans les puissances 
superieures (/()"^^, ifiY^'^, ■ ■ ■ ■ Ainsi, nous normalisons I'expression du premier 
polynome Va, a savoir celui qui apparait dans la puissance maximalement negative 
de f[. Et enuite, nous soumettons le nouveau coefficient de {f[)°''^^, qui vient de 
subir r interference du reste, et que nous noterons encore Va, nous soumettons ce 
nouveau coefficient au meme processus de normalisation modulo les 21 syzygies 
non restreintes, et ainsi de suite, jusqu'a I'exposant maximalement positif (toujours 
borne par m) de f[, ce qui nous donne une expression finale de la forme : 

+ Fl%V.{Al,^,, Kl% Hl\ Fll) 

Et maintenant enfin, nous pouvons achever la demonstration : s'il existait des puis- 
sances negatives de f[ dans une telle somme, on multiplierait alors P^^'"^ {ff) 
par la puissance positive minimale de f[ qui elimine les denominateurs, on 

poserait f[ = et le lemme principal — which was specially designed on that 
purpose — tuerait alors les sept polynomes Va, Qa, V.a, Sa, Ta, Ua et Va, ce qui 
contredirait le choix de a. II n'existe done que des puissances positives de f[, et 
comme tout polynome de la forme generale 

V{f[, A\ Al M\ N^^) + Al, Q[f[Al All, M^ N'^) + 

+ A?,,, 7^(/^, Al,, M\ A?,,„ N'^) + Ml'S[f[, M\ A?,,,, M^°, N^^) + 

+ Kll ^(/i' ^1°' ^11) + Hl'U{f[,Al,,,, Kll, Hl') + 
+ Fl',V{f[,Al^„Kll,Hl\Fl^), 

constitue trivialement un bi-invariant, ecrit qui plus est sous forme unique grace au 
lemme fondamental, notre second theoreme est a present completement demontre. 

□ 



914 



Joel Merker 



Observation. Dans cette demiere etape du raisonnement, les termes de reste ci- 

dessus ont beau etre divisibles par f[, il ne sont pas necessairement polynomiaux 
en nos onze bi-invariants fondamentaux ; si cela avait ete le cas, la strategie aurait 
fonctionne comme pour les jets d'ordre 4. Plus precisement, lorsqu'on compare 
la liste originale des 15 syzygies restreintes a la liste complete des 21 syzygies 
restreintes, les 6 syzygies ajoutees sont deduites des 15 initiales en autorisant a di- 
viser une syzygie par tout bi-invariant non identiquement nul qui est en facteur, 
notamment par le wronskien A^, et c'est pour cette raison que les termes de reste 
ci-dessus ne sont pas necessairement polynomiaux en les onze bi-invariants fonda- 
mentaux. Apres un examen detaille, on decouvre done 1' existence de exactement 
7 bi-invariants "fantomes" supplementaires qui ne sont pas obtenus par crochets et 
qui se cachent derriere f[, a savoir : 



-5 A?_i ^ Ml° + 56 1 Kl^i 

= fifif'i{- 18816 [a2.3]2 _ 25088 [A^'S]^ _ 15 [A^Sj^ A^-^ - 150 A^--' A^'^ A^-^ 
+ 315 A^'S A^'* A^'^ + 960 A^'^^ A^'^ A^'^ - 375 [A^'"*] ^ A^'^ + 1575 A^'^ A^'"' A^'^ 
+ 4800 A2.4 a2'3 a1'3 - 392 [A^'^J ^ - 4704 [AI'"] 2 ^2,3^ _ ^/ ^, ^» ^ _ 2475 A^.^ A^'* A^-^ 

- 9900 A^'^ a2>3 A^'^ _ 2850 A^'^ [A^'^J ^ + 51330 A^'" A^'^ A^'^ 

+ 92760 [A^'S] 2 A^'3 - 14250 A^'" [A^'^j ^ + 7035 [A^'"] ^ A^'^ - 495 A^'^ A^'* A^'^ 

- 1980 Ai'5 a2.3 a1'2) - /(/(/{" ( - 11100 a2'3 [a1'3] 2 - 3150 A^'* [A^'S] ^) 
+ fifi'fi ( - 109440 [A2.3] 2 Ai'2 _ 19050 A^.s [aL^] ^ _ 32325 A^'^ [aLS] ^ 
+ 11025 A^'^ A^'^ a1'2 + 55125 A^'* A^'^ A^'^ _ q^^q |-^i,4j 2 ^1,2 

- 54720 Ai'4 A2.3 a1'2) - /{ /{'/(" ( + 30000 [A^'^] ^) - f['fi'fi' (ll025 Ai-^ [A^-^] ^ 

- 55125 A2.4 [Ai.2] 2 + 55125 Ai-^ A^'^ Ai'2 + iio250 A2.3 AI-^ a1'2 
-49000 [A^'^]^). 



-5 Ml° Ml° + 64 M« 2j 
Ti '~ 

= fi (1170 Ai'5 Ai'4 Ai'3 Ai'2 - 45 [Ai'5] 2 [a1'2] 2 _ 450 A^'^ a2.4 [a1'2] 2 
+ 74220 [a2'3] 2 [a1'3] 2 + 3780 a^'^ a2.3 a^-^ a1'2 - 1600 A^'^ [A^'^j ^ 

- 1125 [A2'4] 2 [Al.2] 2 + 5850 ^2,4 ^1,4 ^1,3 ^1,2 ^ ^ggoo ^2,4 ^2,3 ^1,3 ^1,2 

- 8000 A2'4 [a1.3] 3 _ 1344 [A^-*] a1'2 - 16128 [A^'^] 2 a2.3 a1'2 + 1995 [AI-*] 2 [aL^] ^ 

- 64512 Ai'4 [A2.3] 2 Ai'2 + 27660 A^'^ A^.s [A^'^] ^ - 86016 [A2.3] 3 a1>2^ 

+ /('(- 74400 a2'3 [A^'S] ^ - 10800 a2'4 a^-* [A^-^] ^ _ 2I6O A^-^ A^-* [A^-^] 2 

- 8640 A^'S A2'3 [a1'2] 2 + 3600 A^-^ [A^-^] 2 a1'2 + 64800 A^'* A2'3 A^'^ a1'2 
-43200 A2'4a2'3 [A1'2]2 + 18000 A2'4 [A^'^J 2 a1'2 + 108OO [A^-*]^ A^'^ a1'2 

- 27600 A^''' [A^'3j3 _|_gg40Q |-^2,3j2^i,3 ^1,2^ (^16000 [A^-^]*). 



Jets de Demailly-Semple d'ordres 4et5 en dimension 2 



915 



21 ._ -5 Mio iVi2 + 8 M8 Hl^ 



r23 ._ 



: - 135 2 3 _ 1350 A^.* [A^-^] ^ + 1350 A^-^ aI'* A^'^ [A^'^J 2 

+ 2700 Ai'« a2.3 Ai'3 [a1'2] 2 _ 1200 Ai'5 [aI-^] a1'2 - 3375 [a2.4] 2 [a1.2] 3 
+ 6750 a2'4 a1'4 a1-3 [a1'2] 2 + 1350O a2'4 a2'3 a1'3 [a1'2] 2 - 6000 a2-4 [a1'3] * Ai'2 

- 576 [Ai'4] « [Ai'2] 2 _ 6912 [A^-*] ^ A2':^ [A^-^] ^ _ 495 [A^'*] ^ [AI-^] ^ A1'2 

- 27648 Ai'* [a2.3]2 [a1'2]2 + 9540A1^'*A2'3 [aI'3]^ A1'2 + 120O A^'* [AI-^]* 
-36864 [a2'3]3 [a1'2]2 +32580 [a2'3]2 [a1'3]2 a1'2 - 7200A2'3 [A^'^]". 

-7N'^'^Kl\ + M^Fl\ 



A 

-. fi (432 Ai'« [Ai'"] 2 [Ai.2 ] 2 _^ 345g ^1,5 ^1,4 ^2,3 [^i,2j 2 _|_ ^^^Q ^1,6 ^1,4 [^i,3j 2^1,2 

- 3150 Ai'5 a2'4 a1'3 [a1.2] 2 + 540 Ai'5 a2'3 [A^-S] 2 a1'2 - 1600 A^-^ [A^-^] * 
-7875 [A2>4]2a1.3 [a1.2]2 + 6912A1'-> [A'^'-f [A1'2] 2 _ goOO A^'* [A^-S]* 

- 2352 [a1'4]3a1'3a1'2 - 23904 [A^-^] " A^-^ A^'-^ A^-" + 2205 [A^''*]'' [A^'^J^ 

- 78336 A^'"' [a2'»]2a1''^A1'2 +34740 A^'^'A^'S [A^-^]^ - 81408 [A^'-^f A'^'^ A^-^ 
+ 72180 [A2'3] 2 [Ai.3] 3 _^ 2160 a2'4 [aL*] ^ [a1^2] 2 + 1728O A^-* Ai'* A2'3 [a1'2] 2 

+ 8550A2'4a1''* [a1'3]2a1'2 +34560A2'4 [a2.3]2 [a1'2]2 + 2700A2'4a2'3 [a1'3]2a1'2 
-315 [Ai'5]2 Ai'3 [Ai'2]2^ (^23625 [a2.4]2 [a1'2]3 _ 47250 A2'4 a^'* a^-^ [A1'2] 

- 94500 A2.'4 a2'3 a1'3 [a1'2] 2 + 42000 A2.4 [a1'3] 3 A1'2 + 576 [A^-*] » [a1'2] 2 
+ 6912 [Ai'4] 2 A2.3 [Ai'2] 2 + 20745 [A^'*] ^ [Ai'3] 2 Ai>2 + 27648 A^'* [A2.3] 2 [a1.2] 2 
+ 945 [Ai'5]2 [a1-2]3+9450A1-5a2.4 [AI'2]^ - 9450 A^-^ AI-* a1'3 [a1'2]2 

- 18900 A1'-'''A2'3a1'3 [A1'2]2 +8400 A^'S [A^'^]'^ A^-^ + 71460 AI-"* A^.s [a1'3]2a1'' 

- 37200 Ai'4 [Ai'3]V 36864 [A^'-^f [Ai'2] 2 + 48420 [A2.3]2 [a1.3]2 a1'2 

- 64800 A2.3 [Ai'3]4j +/^" (16OOO [Ai'3]5). 

23 _ -8 12 + Mio Hi* 



2 



= X23. 

-56 Kl'f^ Hl"^ + 5 Ml" 



= /{/((- 45 [Ai'B] 2 Ai.4 [Ai.2] 2 _ 180 [Ai.5] 2 ^2,3 [^1,2] 2 _ gg^^ ^^i,5j 2 ^^i,3j 2 ^1,2 

- 2800 Ai'5 Ai'-i [Ai-"*] ^ - 83200 A^'^ a2.3 [A^-^] ^ - 1125 [a2'4] 2 a^* [a1'2] 2 
-4500 [a2.4]2 a2.3 [a1'2]2 -90000 [a2'4]2 [a1'3]2a1.2 - 14000 a2>4a1'4 [A1"^]' 
-416000 A2'4a2'3 [A^'^Y - 150528 [aI-"*] ^ A2'3 a1'2 - 903168 [Ai'**]^ [a2'3]2 a1'2 

+ 163800 [Ai''']^ a2'3 [A^'^Y - 2408448 Ai''' [a2'3]3 a1>2 _,_ 1129500 A^'" [a2'3]2 [a1'3]2 
-9408 [Ai'4]4 Ai.2 +3675 [a1.4]3 [a1.3] 2 _ 2408448 [a2.3]4a1'2 + 2132400 [a2'3]3 [a1.3]2 

- 450 Ai'« A2.4 Ai'4 [Ai'2] 2 _ 1800 A^-^ a2.4 a2.3 [a1.2] 2 

- 36000 Ai'5 a2'4 [a1'3]2 a1'2 + 11970 A^-^ [A^-*]^ A^-^ a1'2 
+ 187920 Ai'5 [A2.3] 2 Ai.3 Ai-2 + 59850 A2.4 [a^^] 2 a1.3 a1-2 

+ 939600 A2'4 [a2'3] 2 Ai'3 a1'2 + 474300 A2'4 A^''' A2'3 aI-'^ A1'2 

+ 94860Ai'5 Ai'-i A2'3 Ai'3 Ai^2'\ +/(/{' (- 2556600 Ai-* A2'3 [a1'3]3 
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-5014200 [A2.3]2 [a1.3]3 _ ;^g7g5o [^1,4] 2 [Ai.:^] 3 +5621760 [A^'^f A'^'^ A'^'^ 
+ 5652480 [A2'3]'^ Ai'3 A^-^ - 2764800 A^-^ [A^'^J^ [A^'^]^ 

+ 99000 A2.4 A2.3 [Ai'3]'' Ai'2 + 500OOO A^.* [aI.3]^ + 174720 [A^'^J » a1.3 A^-^ 
+ 1751040 [Ai'4] a2'3 a1'3 a1'2 _ 276480 A^-^ A^'* A^.^ [A^'^J 2 

- 105300 Ai.« Ai'4 [Ai'3] 2 Ai'2 - 552960 A^-^ [A^-S] ^ [a1'2] 2 

+ 19800 A1'5a2.3 [a1'3]2a1'2 + 100000 A1'« [AI'^J* + 551250 [A^.^J^aI'S [aL^J^ 

- 172800 A2.4 [Ai.4]2 [^1,2] 2 _ 1382400 A2.4a1'4a2.3 [a1'2]2 

- 526500 A2'4a1'4 [A1'»]2a1'2 -34560A1'5 [a1.4]2 [a1.2] 2 + 22050 [A^-^]^ A^-'^ [a1'2]2 
+ 220500 A^'-"''A2'-*A^^3 [a1'2]2^ 

+ /{/{" (28000A1-* [Ai-3]* + 472000 A2'3 [A^-S]*) 

+ fi'fi (330750 A^'^ A^''' Ai'3 |-^i,2j 2 ^ ggi5QQ ^1,5 ^2,3 ^1,3 |-^i,2j 2 

- 294000 A^'^ [a1'3]^ a1'2 - 330750 A^'^ a2'* [A^-^]^ 

+ 1653750 A^'^A^'^Ai'^ [a1'2] 2 _,_ 3307500 a2''* A^-^ A^'^ [a1'2]2 

- 1470000 a2'4 [A^'S] 3 Ai.2 _ 2880 [A^-*] ^ [A^'^] ' - 34560 [A^'*] ^ a2.3 [a^^] 2 

- 812475 [Ai'4]2 [Ai'3]2 Ai>2 _ 138240 A^'* [a2>3]2 [a1.2]2 _ 33075 [a1.5]2 [^1,2j3 
+ 1446000 Ai'" [Ai'3]'' - 184320 [a2'3]3 a1'2]2 _ 3077100 [a2'3]2 [a1'3]2 a1'2 

+ 2844000 A2'3 [aI'3]'' -826875 [a2'4]2 [a1'2]^ - 3192300 A^'"' A2'3 [a1'3]2 a1'2) 
+ /"/(" ( - 640000 [Ai'3] 5) . 

-7Hl^ + 5^12^16 

= /( (- 1032192 Ai'4 [a2.3]3 [a1.2]2 _ 186300 Ai'* a2.3 [a1>3]4 .3375 [a2.4]2 a^* [a1.2]3 
+ 5625 [A2.4]2 [a1.3]2 [a1.2]2 _54o [a1.S]2 a2.3 [a1.2]3 + 12705 [Ai'4]3 [a1.3]2a1.2 
+ 1320720 [a2.3] 3 [Ai.3] 2 Ai.2 _ 64512 [A^-^] ^ A'^'^ [A^'^] ^ + 225 [A^-^] ^ [a1'3] 2 [a1'2] 2 

- 135 [Ai'5]2 Ai'4 [Ai'2]3 - 13500 [a2'4]2 a2.3 [a1.2]3 _ 387072 [a'-^]'' [a2'3]2 [a1.2]2 

- 1350 Ai-' a2'4 a1'4 [a1'2] » - 5400 A^-' A^-* A^'^ [A^''^] ^ 

+ 2250 Ai'-' A2'4 [a1'3] 2 [Ai'2] 2 + 3510 A^-^ [A^'*] ' A^-S [Ai'2] 2 

- 10650 A^'^A^'"* [a1'3]^a1'2 +45360 A^'S [a2'3]2a1'3 [a1'2]2 

- 38100 Al'5 A2.3 [a1.3] 3 a1.2 + 17550 a2.4 [a1.4] 2 ^1,3 [^1,2j 2 

- 53250 A2'4a1'4 [a1'3]3a1.2 +226800 A2'4 [a2'3]2 a1.3 [a1.2]2 

- 190500 a2'4 a2.3 [a1'3] 3 Ai.2 + 187560 [A^-^] ^ a2.3 [a1'3] 2 a1'2 

+ 877140 A^''' [a2'3]2 [a1'3]2 a1'2 +8000A^'-"'' [A^'3] 40000 A2'4 [a1'3]^ 

- 4032 [A^'*] " [Ai'2] 2 _ 9975 [Ai'4] 2 [Ai'3] * _ 1032192 [a2.3] * [a1'2] 2 

- 563100 [a2^3]2 [a1.3]4 + 126900 a2'4 A^'* a2'3 a1'3 [a1'2]2 

+ 25380 Ai'«Ai'4 a2'3a1'3 [a1'2]2^ + /('(_ 259200 A2'4 A^-* a2.3 [a1.2]3 

- 518400 A2.4 [a2>3]2 [Ai.2] 3 _^ 432000 a2.4a2.3 [A1^3]2^1,2j2 

- 90000 a2'4 [a1'3] ^ a1'2 + 32400 [A^'*] ^ a1'3 [a1'2] 2 + 3240OO [aI'"*] ^ a2.3 a1'3 [a1'2] 2 

- 136800 [Ai'*]2 [Ai'3]3 Ai'2 + 1036800 A^-^ [a2.3]2 a1'3 [a1.2]2 

-878400 A1'4a2'3 [a1'3]3 a1.2 + l86000Ai'4 [Ai'3]^ + 1036800 [A2'3]3 a1'3 [A1'2]2 

- 1324800 [A2'3]2 [a1'3]3a1.2 +564000 A2'3 [a1'3]^ + 108000 A2'4 A^'" [a1'3]2 [a1'2]2 
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- 103680 [a2.3]2 [a1.2]3 _ 6480 [A'-'^f [A^'^f - 51840 A^'^ A^'* A^.s [A^-^J^ 
+ 21600 Ai'5 Ai'4 [A^-^] [Ai'2] ^ + 86400 A^-^ A^-^ [A^--'] [A^-^] ' 

- 18000 Ai'5 [a1'3]4a1'2 - 32400A2.4 {A^^^f [A^'"]'') + /{"(- 80000 [aI-'^]*'). 

Toutes les tentatives de calcul algebrique pour egaler I'un de ces 6 bi-invariants 
supplementaires a un certain polynome entre les 1 1 bi-invariants que nous connais- 
sons deja conduisent a un echec. Toutefois, nous verifierons dans un instant que 

et nous etablirons que les 11 + 5 = 16 bi-invariants : 

A. A^ Af, Al,„ M^ A?,,,„ M\\ Kf^, E\\ ¥{% 

^18 ji^l9 j^21 j^23 j^25 

sont mutuellement independants. De surcroit, nous allons constater que de nou- 
veaux bi-invariants "fantomes" doivent encore necessairement apparaitre. 
Deduction de relations impliquant le wronskien et X^^, . . . , X^"^. Sans poser 
f[ = 0, multiplions I'equation "=" par : 

= -7 A^^i + 3 A?_i^i - f[f[ . 

18 

Eliminons le binome souligne A^ M]^° grace a "=" multipliee par Aj : 

= -f Al, Al, M'-\f[ Al, Hi' + 3 A^ A?,,,, M}' - f[f[ il/^" il/i". 

5 5 ■ 

Enfin, si nous eliminons le binome souligne Aj grace a I'equation (immediate- 
ment deduite de "=" et de "=") suivante : 

i -A^ ^ M« + 3 A^ Kll - f[ Hi' 
multipliee par A\ ^, nous obtenons une identite : 

^ A3 ( - 5A?,,, Ml' + 56 Al ) +/{(§/{ - f A^,, Hi') 

dans laquelle apparait f[X^^. 

En procedant de maniere analogue pour X^^, X'^^, et X'^'^, et en 
eliminant a la fin le facteur non identiquement nul f[, nous obtenons de nouvelles 
syzygies impliquant nos six nouveaux bi-invariants : 

= -49 Al, Hi' + 3 A=^ + 5 Af^" M^°, 

= 5 N'^ - 56 Hi' + 3 A^ X'^, 

= 5N^^N^^ + 6AM^ M^ + 3A^X'^\ 

= 7N'^ Hi' + 8 M« M« + 3 A=^ X^\ 

= 35 N^^ F^^i - 448 + 40 M^^^ M^^^ + 3 A=^ X^^, 

= 5 Mf iV^2 _ 5g ^14 ^ 3 ^3 ^27_ 
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Ce ne sont pas les seules syzygies supplementaires : par exemple : 

^Al,^, Hi'- 8 Al,Fl', + AlX'\ 
= Ml° Hi' - 8 Fl^^ + X^^, 
= N^^ Hi' + 8M^M^ Ml^ + Af 
= N^^ + Ml° Ml° + Al X^^. 

et d'autres encore peuvent etre formees, que nous ne rechercherons pas ici. 

Restriction a {f[ — 0}. L' expression en fonction de j^f de nos six nouveaux 
bi-invariants se simplifie lorsqu'on pose f[ — 0: 

= fififi (ll025Aj'' + 55125 A^'^ [A^'^]' - 55125 aJ'^ aJ'^ A^'^ 

- 110250 Aq'^ Aq'^ Aq'^ + 49000 [A^'^j ^) , 

et Ton a des expressions similaires pour -'^^^Ig, -'^^^Ig' -^^"^lo' "^^1o "'^^^lo' 

fait, grace a nos six nouvelles syzygies "=", et "=" faisant 

intervenir le wronskien, nous pouvons exprimer ces restrictions en fonction seule- 
ment des quatre bi-invariants restreints algebriquement independants que sont A^\^, 
A^Iq, M^Iq et A^^^Iq (tout en rappelant les expressions les expressions que nous 
connaissons deja) : 



A3 A3 



^^1,1,1 lo - 



T^12\ _ 5 Af Af 
-"■l.llo ~ 9 A^A^ 



5 Af Af 
3 A5 



flO\ _ 8 M» A? 

A3 



-'"I lo 3 



N 



12 I 



„14| _ 5 N^^Al 
-"l lo ~ 3 "A3 



pl6 I _ 35 A^ Af N^^ 
l,llo ~ 9 A3 A3 



A lo - -L^^O AiiAiSAS 



y21 1 _ _5 N^^ N^^ 
^ \0 ~ 3 A3 



191 _ 80 a; AT^^ 





64 m3 
3 A3 



'V'iy _ _ 

^ lo ~ 3 A3 A3 



231 _ _35 AljV^fjV^ 



^ lo ~ 9 A3 A3 



64 A^ 
9 A3 



251 



aS aS Iv12 Arl2 

-i^/t) AiA3A^ 



27 A3 A3 A3 



271 



3 A3 A3 



Assertion bi-invariant X^^ ne s 'exprime pas comme un certain polyndme en les 
onze bi-invariants construits par crochets f[, A?, A\, A\ M^, A\ ^ M^°, N^^, 
Kll,Hl'etFl% 



Preuve. Par I'absurde, supposons que 

X^^ = Y: coeff . (/()" (A^)^ {AlY {A^,,Y [Mr {Al.y {M^Y 

{N'^T {KllY {Hiy {F^l)\ 
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avec des exposants entiers a, b, c, d, e, f, g, h, i, j et k tous ^ 0, et posons f[ — 
pour en deduire une relation de la forme : 



(A-')-^7V^ 



(A3)3 



8\e f Af Af Af 



A3 A3 



Af 
A3 



AfjV^y' /AfAfAri2 

A3 y V 



_ ^ COeff ■ (A''^) ^~'^~'^^~3-'^^-3-'^k ^^5^J c+2d+3/+ff+2i+j+2fe 

Si nous identifions alors les exposants des quatre quantites algebriquement indepen- 
dantes : 

{ 2, = -h + d + 2f + g + 2i + J + 2k, 
3 = c + 2d + 3f + g + 2i + J + 2k, 
= e + g + i, 
{l = h + j + k, 

nous deduisons e = 5f = ^ = 0dela troisieme ligne, puis = c + b + d+fen 
soustrayant la premiere de la seconde, d'ou c — b — d — f = 0, ce qui fait que 
premiere et quatrieme ligne se simplifient comme : 



3 = j + 2k et 1 = h + j + k, 
d'ouh — 0, puis A; = 2 et enfin 3 = j + 4, ce qui est impossible. 



□ 



Assertion Le bi-invariant X^^ ne s'exprime pas comme un certain polyndme en 
les douze bi-invariants f[, A^, i, A? ^ Ml°, N^^, K^, Hl\ F^^ 

Preuve. Le meme raisonnement que pour 1' assertion precedente teste I'existence 
d'une representation restreinte de la forme : 

A5 AfS jyi^ ^ ^ . ^^3^6-d-2/-g-2i-i-2fe-3Z ^j^5y+2d+3f+g+2i+j+2k+3l 

laquelle conduit au systeme suivant de quatre equations entre entiers ^ : 

' 2 - b + d + 2f + g + 2i + j + 2k + 31, 
l^c + 2d + 3f + g + 2i + j + 2k + 3l, 
le + g + i, 
[ Ih + j + k, 

et ici, la contradiction se voit immediatement en soustrayant la premiere equation 
de la seconde, ce qui nous donne I'equation impossible —l = c + b + d+f. □ 
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Suite. Par des raisonnements similaires, on etablit — comme annonce — qu'// est 
reellement necessaire d'introduire les 5 bi-invariants supplementaires : 

-1^18 vl9 \^21 xa23 x-25 

lesquels ne sont pas engendres par crochets. 

Poursuite du processus d'engendrement. Mais ce n'est pas tout : grace a la liste 
des valeurs que prennent nos 16 bi-invariants en f[ = 0, nous constatons qu'il nous 
faut introduire encore d'autres bi-invariants, notamment : 

-56 Kl\ Fi« +Mio -7 Hj^ F« +7Vi2 -5 FI\ FI\+HI^ 



-48 M« jyi^+A^Jfis -6MiOgi-t+A5xi9 -i8 Hl^+Al^ X^'-> 



19 



et ensuite, il nous faut encore soumettre chacune de ces expressions au test de savoir 
si elle ne s'exprime pas polynomialement en fonction d'une liste croissante de bi- 
invariants connus a I'etape precedente. 

Question. L'algebre 1^52 possede-t-elle une infinite de bi-invariants fondamen- 
taux? 



§8. Calculs de caracteristique d'Euler 

Surfaces algebriques complexes projectives dans P3(C). Soit X c ^(C) une 
surface algebrique complexe projective lisse de degre d ^ 1. D'apres [2], lorsque 
X parcourt X, la reunion des fibres [VS^^)^ que nous avons etudiees d'un point 
de vue purement algebrique en un point fixe, s'organise de maniere coherente en un 
sous-fibre PiSg du fibre J''(C, X) des jets d'ordre k d' applications holomor- 
phes de C a valeurs dans X. Nous renvoyons le lecteur a |l2l[5]| pour de plus amples 
informations geometriques. Pour fixer les idees, choisissons maintenant k = A. 

A chaque monome bi-invariant parmi les deux listes foumies par le premier 
theoreme, a savoir : 

if[r (A^)' (AL)' {Mr ou Al {f[r {A'Y {AhY {Mr 

correspond alors le fibre de SchuE- 

Yia+b+3d+2e,b+d+2e) rp* -p{2+a+6+3d+2e, l+b+d+2e) ji* 

X X ' 



^ Pour obtenir les deux entiers h et I2 de r*^'i' '^^T^, rappellons qu'il suffit de compter le nom- 
bre de fois qu'apparaissent les indices "(•)! et "(•)2" dans chacun de ces monomes, sachant qu'ils 
apparaissent chacun exactement une fois dans tout determinant A" '^. 
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de telle sorte que VS2 isomorphe a la somme directe de ces deux families 

de fibres de Schur, ou le quadruplet d'entiers positifs ou nuls (a, 6, rf, e) prend toutes 
les valeurs telles que a + 36 + 7(i + 8e = m pour la premiere famille, et ou il prend 
toutes les valeurs satisfaisant 5 + a + 36 + 7d + 8e = m pour la deuxieme famille. 

Retour sur le choix d'une base de Grobner pour les jets d'ordre 4. Nous n'avons 
pas encore fait remarquer que notre choix de Af Af I , comme monome de tete 
dans r unique syzygie restreinte qui existe entre les cinq bi-invariants fondamentaux 
restreints A^|g, Af |g, et M^\^ au niveau k = A n'etait pas en harmonic avec 

le choix d'ordre lexicographique que nous avions fait au niveau = 5 et qui nous 
avait fournit une base de 21 syzygies faisant apparaitre un triangle remarquable de 
monomes de tete. En effet, si nous voulions retablir la coherence entre les deux 
niveaux k = 4 et k = 5, nous devrions, au niveau k = A, choisir plutot I'ordre 
purement lexicographique deduit de I'ordre suivant entre bi-invariants restreints : 

A^ > A^ > A[i > 

(nous sous-entendons ici la mention "(■) /(=o")> ce qui conduit a changer de monome 
de tete dans 1' unique syzygie restreinte existante : 

= -5A^A^ + 3A3a7^|^,^^. 

Lemme Avec ce nouveau choix d'ordre qui anticipe une harmonic avec le niveau 
suivant k = 5, tout polynome bi-invariant de poids m dans VS\^ s'ecrit de 
maniere unique : 

= coeff.{f[r{A'f{AlY{M'y+ 

a+3b+5c+8e=m 

+ coeff . AlAfiriAiy {Ah)' {M')\ 

7+a+5c+7d+8e=m 

et par consequent, le fibre de Demailly-Semple VS2 isomorphe a la somme 

directe suivante de fibres de Schur: 

VS"^ Tx = -p(a+fe+2c+2e,b+c+2e) jT*^ 

a+3fe+5c+8e=m 

p(3+a+2c+3d+2e, l+c+d+2e) rp*^ 

7+a+5c+7(i+8e=m 

Caracteristique d'Euler des fibres de Schur. Si Cj = CiiTx), i = 1,2, designent 
les classes de Chem de d'une surface complexe X, on a la formule suivante (^) : 



x{x, r('-'^) Ti) = ^ cl [il - il] - ^ c, {k - kf + o(|Ar) 
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pour la caracteristique d'Euler du fibre de Schur r('i''2)TJ. Mentionnons au passage 
que pour X de dimension trois, la formule devient : 



-C3 



1! 2! 3! 



h h h 



/2 



/2 
'2 



/2 
'3 



+ 



+ 



-c\ + 2CiC2 - C3 

0! 1! 5! 



-CiC2 + C3 

0! 2! 4! 

1 1 1 

h h h 

75 ;5 ;5 
n '2 'a 



1 1 



/2 



/2 

'2 

'2 



'3 
'3 



+ 



+o(i/n, 



puis pour X de dimension quatre : 



-cf + 3 C?C2 - - 2 C1C3 + C4 



+ 



+ 



-C4 



1! 2! 3! 4! 



^1 

n 

If 



l-? I?. Id 



'2 
'2 



'3 



-C?C2 



C1C3 — C4 



0! 1! 3! 6! 



72 

73 
'4 

74 

M 
1 
^1 
^? 



0! 1! 2! 7! 



— C1C3 + C4 
0! 2! 3! 5! 



1 1 1 

h h U 



h 



73 
'3 



73 
'4 



l^ In 



1 

72 

C1C3 



1 

h 

H 
1 1 



1 

h 

il 



1 

^3 

il 



1 

h 

11 



72 
'2 

73 

75 



72 

*3 
73 

75 



72 
'4 

73 
'4 

75 



+ 



0! 1! 4! 5! 



1 



t2 

'2 
75 



1 

h 

'3 
75 



1 

I4 

75 
'4 



o(i/n, 



et enfin, ajoutons qu'il ne serait pas difficile de foumir la formule generale, valable 
en dimension quelconque. 

Sommations de caracteristiques. En revenant a la dimension deux, nous deduisons 
tout d'abord trivialement du lemme precedent la formule sommatoire suivante pour 
la caracteristique d'Euler de la premiere somme directe de fibres de Schur : 



a+36+5c+8e=m 



p(a+6+2c+2e, 6+c+2e) ji* 



a+36+5c+8e=m 



^ p(a+6+2c+2e, 6+c+2e) 



et ensuite, grace a une table de calculs lineaires destinee a eliminer I'exposant a : 



m = a + 36 + 5c + 8e, 
li = a + b + 2c + 2e 

= m — 26 — 3c — 6e, 
l2= b + c + 2e, 
li - I2 = m - 3b - 4c - 8e, 



ce qui nous permet de remplacer Ea+36+5c+8e=m Par E36+5r+8e^m' nous pouvons 
calculer les deux coefficients rationnels Ai G m*^ ■ Q et A2 G m*^ ■ Q qui apparaissent 
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devant et devant — C2 lorsqu'on effectue la premiere somme de caracteristiques, 
que nous appellerons "A" (la seconde s'appellera "B") : 



-5c-8e 
3 

db 



(m-26-3c-6e)^ - (fo + c + 2e)^ +0{m^) 



937 
28 800 000' 



m m — ae m — oc — ae 

h^ = ^ j de I dc j ^ d6(m-36-4c-8e)3 + 0(m^) 
6 Jo Jo Jo 

13 

~ 900 000' 

ou nous avons utilise le fait que les sommes de Riemann sont suffisamment bien 
approximees par des integrales si Ton s'interesse seulement au coefficient de m^. 

Ensuite, si nous procedons de la meme maniere pour la deuxieme somme directe 
de fibres de Schur : 



^ p(3+a+2c+3d+2e, l+c+d+2e) 

^ 7+a+5c+7d+8e=m 

_ ^ x(-^ p(3+a+2c+3d+2e, l+c+d+2e) ji*^^ 

7+a+5c+7d+8e=m 



a+bc+7 d+9<e=m 

en observant que decalage de 7 dans le poids m, ainsi que les deux decalages de 
3 et de 1 dans li et dans h ne contribuent en fait qu'en O(m^) dans le resultat 
final, ce qui nous permet de les negliger, nous pouvons dresser une table de calculs 
elementaires analogue a la precedente : 

m = a + 5c + 7d + 8e, 
/i = a + 2c + 3d + 2e 

= m — 3c — 4(i — 6e, 
l2= c + d + 2e, 
l\ — I2 = m — 4:C — bd — 8e, 

remplacer Ea+5c+7<i+8e=m Par Esc+Td+se^m apres avoir elimine a, de telle sorte 
que nous sommes ramenes a calculer les deux integrales suivantes : 

m m-Se m-7d-8e 

Ex= j de I dd I ' dc\{m - 3c- Ad- 6ef - {c + d + 2ef] + 0{m^) 
Jo Jo Jo ^ 

559 819 rn*^' 

O(m^), 



34 574400 000 

-7d-8e 



/' de dd [ ^ dc{m-4c-5d-8ef + 0{m^) 

Jo Jo Jo 

+ 0(m^). 



B2 

36949 



4321800 000 
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En definitive, nous obtenons les deux coefficients rationnels totaux Ci E ■ Qet 

C2 G m^Q de cj et de -C2 : 

36 879 360 ^ 

^ , ^ 848 , 

C2 = A2 + B2 = + O(m^). 

36 879 360 ^ ^ 

Application. Les classes de Cliem Cj = Cj(Tx), i = 1, 2, de X sont reliees au degre 
de X par c? = (4 - d)^^ et C2 = (rf^ - 4rf + 6). 



Proposition En dimension deux pour les jets d'ordre quatre, la caracteristique 

"»4 rp^ 

t6 



d'Euler de VSt „.Tt vaut : 



771 

X{X,VSI^T*^) = 3gg^g3gQ (l 797c? - 848C2) + O(m^), 



Jonc 5/ / 'on pose : 



C ■= = 2 119 



848 

a/ori' en reexprimant le tout enfonction du degre, on a V equivalence : 

1 797 -m^ 

Av > 2,m 36 879 360 ^' 

quand m — > 00, avec polynome quadratique 



qc(rf) := d^(C - 1) - d(8C - 4) + 16C - 6 



^m/ positif pour tout degre d ^ 9. 

Remarque. Le quotient C des coefficients de cf et de C2 vaut |^ = 1,807 - • • 
pour les jets d'ordre 3, d'ou qcid) est positif pour tout d ^ 11 (cf. et il 

vaut ^ = 1) 444 ■ • ■ pour les jets d'ordre 2 (cf. d'ou qc(rf) est positif pour 
tout d ^ 15. Demailly a conjecture que ce quotient tend vers I'infini avec k. Les 
valeurs numeriques 1, 44 ■ ■ ■ , 1, 80 ■ ■ ■ et 2, 12 ■ ■ ■ suggerent une certaine lenteur de 
la convergence potentielle. 

Corollaire Si A est un fibre en droites ample sur X, pour tout m sujfisamment 
grand, ily a des sections globales de VS^^^Tx^A'^ lorsque d ^ 9, et toute courbe 
entiere f = C — X doit satisfaire 1' equation differentielle globale correspondante. 

Passage aux jets d'ordre 5. Maintenant, la correspondance entre bi-invariants fon- 
damentaux et representations de Schur : 

^5^^(2,1)^ ^7^„r{3,i)^ M«^r(2'2), 
A9 „ r(^'i) , ^ r(3.2) , ivi2 „ r(3.3) , 

Ki\ „ r(^'2) , Hl^ ^ r(4'3) , F^l « r(5'3) , 
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Etant donne qu'il existe des invariants fondamentaux supplementaires, nous pour- 
rions attendre encore avant d'entreprendre un calcul de Riemann-Roch, mais nous 
avons quand meme I'opportunite de nous restreindre a la sous-algebre engendree 
par les crochets. 

Base de Grobner. En choisissant I'ordre purement lexicographique sur les monomes 
de C [A'^, . . . , Hl^, , /(] qui est deduit de I'ordre suivant sur les monomes elemen- 
taires restreints (noter que f[ est place en derniere positior0) : 

> > A[i > > A? 1 1 > Ml^ > N^^ > Kl\ > Hl^ > F^^^ > f[ 



Maple nous donne la base de Grobner reduite suivante pour I'ideal complet des 
syzygies entre nos onze bi-invariants restreints a {/( = 0}, laquelle est constitute 
de 26 equations : 



= -5 /( (AfiO)^Afi2 Fi^i + 5 /( A^^^ (^16)=^ - 64 /( {Ml°f K\\ {Hl^f + 5 f[ {Ml°fHl^ ^16- 

+ 128 /{ M^'' N'-^KllfHl^ - 7 f[{Hl^)^ {Fl%f - 64 fi{N''''f {Kllf , 
= 15/( Mi« Kll Hl^ - 7Al,,,{Hl^f - 5/((A/^«)V« + 5 Aj.^, N^^ Fl^j - 8 fj N^' {K^f , 

= 7/{ (Afi«) ^5 + A?,i,i Ml" Hi'' + f[{Fl%f - 8 A?,i,i N^^ kI% 
= 7Vi2 Kl\ - Ml° Hl^ + Af« Fl\ , 



= 64 /{ Af» Afio Kll Hi* + 7fi {Hl*fFl% + 5 /( {All^fN^'' kI\ - 64 /{ Af* N^^ kI\- 

- 5 /( {Ml'^fHl* - 5 /{ JVi2 [Fl%)\ 

= fi Hi"- + 8 Af« A?_i^i Hi* + 5 /{ [Ml'^f - 5 A?,i,i mI° N'"" - 8 /( Af« mI° K^, 
= 64 Af» Af^i^i Ari2 - 64 /{ M^{Ml'>fKl\ - 5A?_i,i(Afi")"7Vi2 + 5 f[{MY>f^ 

- 7 /( Ml° Hi* Fl\ + 8 /( N'^ Kl\ fI\ , 



= 7f[ {Hl*f - 5 /{ M» {Ml°f + 64 /( {M»)^kI^^ - 5 f[ N^^ fI% 

= 64(Af«)'A?_i,i Kl% - 5 A/» Af,i,i(A/iO)" - 5 /((Af^O) + 15 f[ mI° hI* ~ 8 f[ N^^ {xHf , 

= -A?,i,i ^1" + Al.ii^i^.'i + f[ Ml' Kll , 

= 5/{ (A/10)' - 5 A?^i_i Afi2 _ 8/{ Af* kH + 7 Kl^^ Hi*, 

= 56 Al,i Ari2 kII - 64 /{ Af« mI'> kI\ - 5 A?,i,i Afii" N^^ + 5 /{(A/ii")^ - 7/{ Hi* fI%, 
= -8 A/* Af + 7 A]"^! Afi^o - /{ fI% , 

= 56 Al_i Af« i^i^',^ - 5 Af** A?^i_i A/ii" - 5/( Af^" Fj^'i + 7/{ i^i^'i Hi", 

= 49 (Al,i)V5 - 5 A/«(A?,i,0' - 5/( A?,i,i Fie + 7(/^)'(i^^2^)^ 
= -A?,i,i Ari2 + a5 pie + Aff , 



Sinon, les bases fournies contiennent plus d'une soixantaine d' equations. 
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= 7 Af - A?_i,i - fi Fl% 
= -8AI.1 M** + 5A-]^ Mji" - /( Hj^, 
= -7Al, Al, + 5 AfA?^ - f[fi Kl% 
= -7Al 1 Ari2 + 3 A3 f'le + g /( m« M^o 



1 I 



0= -5AIn^'^ +3A^ Hi* + 8f[M^ M^, 
= 3 A^ Kl'^i - All - /( Hi*, 

= -8Af + 3 A^ mI° - f[ N^'^, 

= -7 Af ALi + 3 A3A?^ - /{/( Afio, 

= -5(Af)" + 3 A^Al^i - M\ 

D'apres la theorie des bases de Grobner, une base de I'espace vectoriel : 
C [A^ A^, . . . , Hl\ Fll, f[] I (26 equations precedentes) 
est constituee de tous les monomes 

qui n'appartiennent pas a 1' ideal monomial engendre par les 26 monomes de tete de 
chacun des 26 generateurs que nous avons soulignes. Or un tel monome appartient 
a cet ideal monomial si et seulement si il est divisible par I'un des 26 monomes de 
tete, ce qui revient a dire que le muti-indice 

(a, b, c, d, e, /, g, h, i, j, k) e 

appartient a la reunion des 26 sous-ensembles suivants de N^^ : 

{/ ^ 3} n 1} n {j ^ 1} n {fe ^ i}, {e ^ i} n {g ^ i} n {j ^ i}, 

{e^i}n{/^i}n{j^i}, 

{d ^ 1} n {j ^ 1}, 

{d ^ 1} n {/ ^ 1} n {/i ^ 1} n {i ^ 1} n {fc > i}, 

{d > 1} n {e ^ 1} n {i ^ 1}, 

{d > 1} n {e ^ 1} n {g ^ 1} n {ft ^ i}, 

{d ^ 2} n {/i ^ 1} n {fc ^ 1}, 

{d ^ 2} n {e ^ 1} n {/i ^ 1}, 

{c ^ 1} n {j ^ 1}, {b ^ 1} n {j > 1}, {a ^ 1} n {j ^ i}, 

{c^i}n{Oi}, {6^1}n{i^l}, {a^l}n{i>l}, 

{c^ i}n{c/ ^ i}n{/i ^ 1}, {b ^ i}n{/i ^ 1}, {a ^ i} n {/i ^ i}, 

{c>i}n{/^i}, {6>i}n{/^i}, {a^i}n{/^i}, 

{c ^ 1} n{d ^ 1} n {/i ^ 1}, {6^1}n{e^l}, {a^l}n{e^l}, 
{c ^ 2} n {h > 1}, {a^l}n{c^l}. 

Pour calculer le complementaire de cette reunion, on procede comme dans la Sec- 
tion 7, en regroupant separement les 6 intersections commengant par {a ^ 1}, puis 
les 5 commengant par {6 ^ 1}, puis les 6 commengant par {c ^ 1}, puis les 6 
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commenfant par {d ^ 1}, puis les 2 commangant par {e ^ 1}, et puis enfin la 
derniere, qui commence par {/ ^ 1}. Trouver le complementaire global reviendra 
done a calculer V intersection de six sous-ensembles de N^^. 
Clairement, le premier et le deuxieme complementaires sont donnes par : 

Afi:={a = 0}U{c = e = f = g = h = i = j = 0}, 
:= {b = 0} u {e = f = h = i = j = 0}. 

Ensuite, calculous le troisieme complementaire, en simplifiant progressivement les 
intersections, et ce, en partant du dernier terme : 

A/'a := {c = 1} U {c = 0} U {/i = 0} f]{c = 0} U {d = 0} U {/i = 0} f]{c = 0} U {/ = 0} 
f|{c = 0} U {g = 0} U {/i = 0} f|{c = 0} U {i = 0} f|{c = 0} U {j = 0} 

= {c = 1} U {c = 0} U {/i = 0} P|{c = 0} U {d = 0} U {h = 0} f]{c = 0} U {/ = 0} 

P|{c = 0}\J{c = g = i=j ^0}U{h = i= j = 0} 
= {c = 0}U{f = h = i=j^O}U{c=l,d^f^g^i^j^O}. 

Les calculs suivants donnent : 

A/; := {d = 0} U {e = /i = j = 0} U {e = j = fc 0} U {/i = i = i = 0}U 

U {d = 1, e = I = J = 0} U {d = 1, e = / = J = 0} U {d = 1, 5 = z = j = 0}U 
U {d = 1, e = h = j = 0} U {d = 1, h = i = j = 0} U {d = 1, e = j = k = 0}, 

TVs := {e = 0} U {/ = = 0} U {/ = i = 0}U {5 = i = 0} U {i = j = 0}, 
:= {/ = 2} U {/ = 1} U {/ = 0} U {i = 0} U {j = 0} U {fc = 0}. 

En developpant 1' intersection finale : 

M n M n jVa n M n M n Mi , 

nous pouvons negliger toutes les composantes qui incorporent un nombre ^ 7 
d' equations, puisque dans la sommation de fibres de Schur, la contribution ne sera 
qu'en O(m^), les termes principaux etant multiples rationnels non nuls de m^. 
Ainsi, en negligeant de tels termes, nous obtenons exactement 16 composantes de 
dimension 5 definies par 6 equations : 



{a = b - 


= c - 


= d 


= e = 0, / 


= 2} U {a = 


b = 


c = d = e = 0, f=l} 


U{a = 


b = 


c = 


d = e = f 


= 0} U {a = 


b = 


c = d = e = i = 0} 


U {a = 


b = 


c = 


d = e = j 


= 0} U {a = 


b = 


c = d = e = k = 0} 


U {a = 


b = 


c = 


d = f = 9 


= 0} U {a = 


-b = 


:c = d = f = i = 0} 


U {a = 


b = 


c = 


d = g = i ■■ 


= 0} U {a = 


b = 


c = d = i = j = 0} 


U {a = 


b = 


c = 


e = h = j 


= 0} U {a = 


b = 


c = e = j = k = 0} 


U {a = 


b = 


c = 


h = i= j ■ 


= 0} U {a = 


b = 


f = h = t = j = 0} 


U {a = 


e = 


f = 


-- h = i = j 


= 0}U{c = 


e = 


f = h = t = j = 0}. 
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Les 16 families de monomes correspondant a ces equations peuvent etre rangees 
dans un tableau : 



A 


• • 






• 






(JV12)9 










B 


• • 






• 
















C 


• • 






• 
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(JV12)3 








(fi)'' 
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• • 
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(JV12)S 






(fi)" 
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• • 






• 




(Ml°}f 


(JV12)9 


{Hi')' 
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(fi)" 
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• • 
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G 


• • 








l)" 
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• 
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• • 






{A?.i 


l)" 
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(JV12)3 
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1 : 


• • 






{A!.i 


l)' 




• 




• 
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• • 






(A?,i 


l)' 
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(/()'= 
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• • 






• 












• 
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• • 
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• • 






(A?.i 




(Ml")/ 
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ifi)" 
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K.l) = 




(A?.i 
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(JV12)9 
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• 


• 













• 
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(JV12)S 


• 


• 
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(fi)" 
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(a3)» (Af)'' 


• 




• 




• 




• 


• 


• 


(fi)" 



Ensuite, lorsqu'on effectue la somme des caracteristiques d'Euler des fibres de 
Schur correspondants, il n'est pas necessaire de reorganiser ces families de telle 
sorte qu'elles soient d'intersection vide, puisque de toute fa9on, chaque intersection 

entre deux families ne contribuera au final qu'en O(m^). Nous pouvons done ad- 
ditionner les seize couples d'integrales correspondantes. Voici les deux premieres, 
que Ton confie aisement a Maple : 

r — IT — r 12-^ — r 12 — 

/ di dh dg 

'0 Jo Jo 

[(m - 95 - 8/1 - lOi - lljf - (35 + 2h + 3i + 3jf] + 0{rrJ) 

36562817 



, dk 
6 Jo JO 



4933428814282752 



0(m7) ; 



^ m-k m-16j-k 

^2 = 1 [ dk [ dj / " di [ 
Jo Jo Jo Jo 



dh 



m — 12h-14i — 16j-fc 



dg 



(m - 12g - lOh - 13i - Ujf + O(m^) 

5015441 ^,7, 
O(m^); 



1233357203570688 

les quinze autres foumissent des expressions similaires. Nous deduisons done dans 
chacun des deux cas par sommation de seize nombres rationnels : 

159897336810563 ^,7. ^ 784698232169 



Ci 



356792619604377600000 
et finalement, le quotient significatif : 

-I 



+ O(m^), C2 



3303635366707200000 



O(m^), 



1, 887' 



est inferieur a celui de VS'^T^ '■ confirmation supplementaire de I'inadequation et 
de I'insuffisance du sous-fibre engendree par les crochets. 

Probleme ouvert. Changer d'optique quant au calcul de Riemann-Roch, en tenant 
compte d'une etude prealable, reprise a partir de zero, de la structure specifique 
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de VSITx- Le precede de division par f[ des generateurs de I'ideal des rela- 
tions entre invariants restraints a {f[ — 0} constitue un precede adequat et complet 
d'engendrement qui doit etre pousse au-dela de X'^^. 

§9. Appendice 1 : jets d'ordre 3 en dimension 3 

Expression inidale. Comme annonce dans la Section 4, nous detaillons ici le calcul 
(delicat) des trois crochets entre les trois invariants A[^, A[ 2, ^1^2 poids 7: 

I%^ = DAJ,.AI,-AJ,.DAI,, 

Developpement econome. N'ecrivons que le premier produit, en resumant le sec- 
ond par le symbole (i, j) < — {k, I), parce qu'il s'en deduit par ce simple change- 
ment d' indices: 

- 5 Ai'3(/r/j +/;/;')+ 35 A^'Vr/;) • (am/u/+4a^'Vu/- 

- 5 Ai'3(/^'// + /^//') + 15 Al>V^7/')- 
-(^,J)^(A:,0 

-16A2.3Ai.4(///; + /;/;)/U/-5Ai'4 Ai'3(/-/j + j;/-) 

+ 35 AM Ai.3^.^.^,^, + 4^1,5^2,3^,^,^,^, +20AMA2'V;/i/^// - 

li O - O 

- WA^'^A^^^n'f; + /:/!/) fif! - 64 A2.3A2.3 + flf^') fjl- 

- 20 A^'^^ Ai'3 ^ f,f.,^ ^ ^2,3 Ai,3 f^f^flfl- 

-5 AM AM (/^7/ + /^//') _ 25 A^'* AM /f/j (/^// + /^//') + 

+ 20 AM AM (/f7j + /;/;) (/^// + fji')^ + 80 A^-^ AM (/;7j + /;/;) (/^// + /^//^)_ + 

+ 25 AM AM (/-/j + (/^// + fjf) _ 175 AM aM (/^// + /^//') + 

+ 15 AM AM /7j/^//' + 75 A^'^ AM ///j/-//' _ 60 AM aM (/-/j + ///j') /-//'_ 

- 240 A^'3 AM (y^' j;; + //y^') y^y^' _ 75 AM aM + ^y^") ^^'+ 
+ 525 AM AM 

i o 

Nous soulignons (en ajoutant un petit cercle) les termes qui s'annihilent avec ceux 
qui leur correspondent dans la permutation < — {k,l). Nous utilisons les 
relations pliickeriennes pour remplacer le dernier terme restant, a savoir: 

-75 A^'^ AM (/-/j + + 75 AM AM (/-// + /^//") /-/j' 

par: 

- 75 AM AM f^f'f^f^ + 75 AM fif^f^fl'- 

- 75 AM AM + 75 A2'3 am /^/j/^//', 
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et nous additionnons tous ces termes en effectuant des regroupements qui n'impli- 
quent que des sommations de nombres entiers: 

= -5 Ai>5 f[f^{f^fl + f^fl') - 25 A2'4 A^.^ fU^ {f'^n + f'Jl') + 15 A^'^ A^'^ 

+ 75 A2.4 Ai>2 flf^f-f- _ 4 Ai>4 Ai'4 (/^'/^ + fif'{) f^fl - 32 A^'^ A^^^ (/f + fU^) f^f[^ 

- 64 A2>3 a2>3 (/^'/^ + /^/^') /X/r - 5 Ai>4 Ai-^(r + /I/;") fU'l + 35 A^-^ A^-^ 

- 20A2.3 Ai>3(/-/j + flf'-) f'jl + 140 A2.3 Ai>3 + 150 A^.s A^^^ A'/j/i^'//'- 

- 60 Al'4 Al>2(/^"/; + /^/j') f-f- _ 240 A2.3 Al'2(^»^, ^. f,, ^ 

+ 25 Ai.3 Ai>3 (/-/,' + /i/r) (/^7/ + /I-//') - 175 Ai>3 A^.^ //'/;(/;■'// + /^//')- 
-75Ai'3Ai>3(/f/j + /i/j')/^7r- 

Synthese de determinants. Maintenant, la soustraction suivie de la permutation 
fait apparaitre des determinants 2 x 2: on a en effet cinq relations immediatement 
verifiables par developpement: 

fif'jifkfl + fkfl') ~ f'kf'lififj + fifj) = f'jfl + fif'k ^],f ' 

fl fl fll fll fll fll fl fl fl III A 1:2 : fl III A 1:2 

TiJjJkTl ~ Ji Tj JkJl — JiJl ^j,k JkJj ' 
{fi'fj + flf'j") f'kf'l ~ {fkfl + fkfl") fif'j = f'jfl ^fe'i + fif'k ^l'] ■I 

{f^^ + fif!) f'kf'l' - {f'kf'l + fLfHf^fH = fni:^f + f^ifi'^i, 



{fi'f'j + fif'j") {f'kf'l + f'kf'l') ~ {f'kf'l + f'kf'l") {fif'j + /i //) 

= f',f[ + f^f;^Aff + flfl Ag + ///^ Ajj*. 
En regroupant les termes, on obtient 1' expression finale de | [Aj^, J . □ 

§10. Appendice 2 : jets d'ordre 3 en dimension 3 

Jets d'ordre k = 3 en dimension u = 3. Pour terminer, donnons une description "a 
la main" des generateurs de VSl qui ne fasse pas appel a des arguments raffines de 
theorie des invariants (cf. 0)- 

Recherchons directement les bi-invariants, i.e. les polynomes invariants par 
reparametrisation qui sont aussi invariants par Taction du sous-groupe unipotent 
U3(C) C GL3(C) constitue des matrices de la forme: 

/ 1 

U := Ma 1 
\ Uc Ub 1 

qui est definie par u • f['^^ := fi'^\ puis u • f2'^' := f^f + UafY"' et enfin u ■ 
/i'^^ := f^^^ + Ub f!^^ + Uc f[^\ pour A = 1, 2, 3. Un premier raisonnement initial 
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entierement similaire a celui que nous avons tire de [|5l pour VS2 m fournit une 
representation de tout P G VSl ^^ sous la forme rationnelle 

P{ff) = E (/0"^a(/^,/;Al2,At3,Al2;l,Al3;l), 

ou les invariants Af^ et Af ^.^ sont simplement definis par: 

A?,:=Ay et Aj^^,:=AlJi^-3Aifi^. 

Ensuite, si nous considerons le sous-groupe de U3(C) constitue des matrices de la 
forme: 

'10 
U:= I Ua 1 
1 

lesquelles stabilisent tous les invariants qui apparaissent dans notre premiere ex- 
pression rationnelle: 

U-A?2=A32, U- A^ 2;1 = A^S;!, 

U-A?,3 = A3 3, U-A?3., =A5 3.^, 

mais agissent en perturbant /2 et par u ■ = f2 + Ua f[etv- = /s + Uc f[ , nous 
voyons que si P est aussi invariant par Taction unipotente, alors chaque polynome 
Va ci-dessus doit en fait etre independant de /2 et de f^, d'ou: 



Mais ce n'est pas termine, car il faut encore s'assurer de I'invariance par Taction du 
sous-groupe constitue des matrices de la forme: 




lesquelles agissent comme suit sur les quatre invariants algebriquement independant 
qui apparaissent: 

Ufo ■ A^ 2 = Af 2, Vb ■ Ai 2;1 = Ai^2;l) 

Ufe ■ A? 3 = A? 3 + UbAl^, Ub ■ Als;! = Al3;i + UbAl^.,. 

D'apres un calcul direct, le troisieme et dernier invariant fondamental pour cette 
action, a savoir: 

,3 A 5 A 3 A 5 



A'^ — A'^ A^ = f f D'' 
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fait naitre, en tant que nouveau bi-invariant "fantome" cache derriere (/{)^, le deter- 
minant wronskien en dimension trois: 



1,2,3 



fi /s 

fll fll fll 

Jl J2 Js 

fill fill fill 

Jl J2 J3 



et en injectant ce nouveau bi-invariant, nous obtenons une nouvelle expression pour 
le bi-invariant quelconque dont nous etions partis: 

laquelle incorpore toujours des puissances negatives de f[. Mais pour terminer, 
nous affirmons qu'il n'existe en fait aucune puissance negative de f[, car sinon, 
apres multiplication par la puissance maximalement negative de f[ (cf. le raison- 
nement conduit dans la Section 6) et apres restriction a {f[ = 0}, nous obtiendrions 
une identite du type: 



= Va(-f['f^,3f^f^f^, 





/// fll fll 

Jl J2 Js 

fill fill fill 

Jl J2 J3 



qui impliquerait immediatement Va = 0, par independance algebrique de ses trois 
arguments. 

En conclusion, nous avons redemontre (cf. [5]) qu'en dimension u = 3 pour les 
jets d'ordre k = 3, les polynomes bi-invariants s'ecrivent: 

ou V est un polynome arbitraire, aucune syzygie n'existant entre ces quatre bi- 
invariants fondamentaux, et par consequent, en polarisant les indices — ce qui re- 
vient a faire agir le groupe complet GL3(C) — , nous deduisons que les polynomes 
generaux invariants par reparametrisation s'ecrivent comme polynomes quelcon- 
ques en fonction de 16 invariants fondamentaux: 

P(//) = V{f[, f^Al,, Al„ Al„ Al,.^„ A?,2;2, 42;3, 

a5 a5 a5 a5 a5 a5 r)6 \ 
^'■1,3;1' ^^1,3;2' ^^1,3;3' ^'■2,3;1' ^*-2,3;2? ^*-2,3;3' "'-^1,2,3^ • 

On verifie aussi que parmi les 62 syzygies existant entre ces 16 invariants qui ont ete 
obtenues par un calcul sur Maple (cf les references dans [|5]|), 30 d'entre elles sont 
fondamentales et qu'elles proviennent toutes des trois procedures que nous avons 
decrites. □ 
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